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Les TRANSFORMATIONS GEOMETRIQUES du PLAN : corrigé.

Les commentaires qui sont rédigés dans cette pageusent essentiellement sur les trois ouvragesats :
© GEOMETRIE , M. CARRAL, éditions Ellipses.
© Les MATHEMATIQUES au CRPE, A. DESCAVES, éditions Hachette Education.
© « Travaux géomeétriques 6€ »C. TAVEAU et A. KUZNIAK, éditions Nathan Pédagegi

La problématigue passer de I'expérience du « mouvement » desefigdans le plan et de
certaines de leurs transformations au conceptagsftsrmation géométriqua plan.

On commence par quelgues commentaires sur le ®IDRANSFORMATION  ».

On peut distinguer plusieurs niveaux gradués dapgroche du concept BBERANSFORMATION . Ces
niveaux permettront de passer de la notion PHYSI@QEEansformation d’'un objétune GEOMETRIE basée sur
I'étude de transformationplus particuliérement d’'un « groupe de transfdroms » d’un espace donné.

1. Transformation physigue d’'un_objet matérielC’est le sens commun du mot transformation qtii es
explicite : un OBJET est TANSFORME par une OPERANI®@xercée sur luiPar exemple, on peut
chiffonner une feuille de papier : dans ce cadeldlle de papier non chiffonnée devient autret tex
restant une feuille de papier. Il est aussi posgiolon ne reconnaisse pas I'objet initial une tnisl a été
transformé. ...

2. Transformation d’'une figure géométrique en une aetrOn est dans une premiére approche géométrique
Contrairement au cas précédent, I'état initial 'dbjét est conservé, et on compare cet objet avec s
transformé ou son image. Seuls, les deux états temtnpon ne s'intéresse pas aux états intermédiair
C’est un début de détemporalisatiae qui est spécifique des mathématiques. Parmgenes approches
basées sur l'idée de mouvement géométriquand pas confondre avec le mouvement phygigae
préoccupent du « passage » d'un état initial a tat #nal . déplacement, retournement, rotation,
projection, agrandissement, réduction. Dans ce niveau, on « agit » globalement sushjet.

3. Transformation ponctuelle agissant sur tout I'espacA ce niveau, il N’y a pas que la figure qui est
transformée. N'importe quel point posséde un t@nsé ou une image dans I'espace de travail et donc
c’est I'espace qui devient I'objet de la transfotima C'est assez difficile a « problématiser » pou
I'enseignement, on travaille cet « aspect » audycé

4. Des « propriétés » définissent la transformatidhy a ici une autre rupture importante a analysepartir
de ce niveau, on s’intéresse moins aux actionss Iplais aux propriétés des transformations qui vont
permettre d’'agir sur les figures et sur le plan.dbarche ainsi des invariants qui vont alors pemmete
définir une transformation par rapport a une autsmmeétrie, quelles conservations : longueurs/esng
rapports, ... ?

5. Les transformations a la base de la géométrievolution la plus abstraite et la plus aboutie lae
géomeétrie : la géométrie se définit comme I'étuds propriétés laissées invariantes par un grou@enp
sur un espace. C'est la géométrie des mathématiaiette conception de la géométrie date de ladin d
XIXiéme siécle.

On peut alors retenir que 'idée principale quigié au concept de transformation géométrique alu gt
que ce ne sont pas les figures qui se déplacesst ld@pace physique, mais ce sont les transformgtien tant
qu’applications abstraites, qui associent a ungdigon ou ses imagdeq figures transformégs

Etudier ces transformations, c’est déterminer fescpes géométriques qui les définissent, en mi&mps
que les propriétés géométriques restant invariataes ces transformations.

11) L'idée desymétrie est a priori perceptiveelle renvoie a une certaine idée de 'harmonigeela beauté. Dés I'école, des
techniques de travail (pliage, calque, ...) sontri@s aux éléves pour qu’ils réalisent des figusesédriques ou pour qu'ils
s’interrogent sur le fait qu’une figure possédenon un ou des éléments de symétriesymétrie axialeoccupe a ce niveau
une place importante, a la fois d’un point de voga et pien entendud’un point de vue mathématique.

2) La superposition de deux figures peut se faireupatéplacement unretournement, unglissement unerotation, ... Ces

« actions » constituent les fondements du concéOIMETRIE : conservation des longueurs et conservation deseang|

3) L'observation d'une ombre portée sur le sol odeais renvoie a l'idée derojection. Dans ce cas, les figures se
déforment, mais on conserve des rapports entterigsieurs des segments projetés et celles depenjetions.

4) Les cas ou il est nécessairagfandir ou deréduire des figures selon un rapport donné renvoientréiien desimilitude
(figures semblables ou de méme forrnhes longueurs ne sont pas conservées, les amgldby a d’autres transformations
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Les ACTIVITES.

ACTIVITE 1 . Réponse pour les six cadres contenant les couples deds] il y en a quatré.(
2, 3 et5) ou on peut tracer la figu® a partir de la figuré a I'aide du papier calque.

. On calqueA, on retourne donc sans pligr le calque pour obteniB. Comment
retournere calque ? La transformation géomeétrique permetta passer d& aB est la symétrie axiale
Il s’agit donc de déterminer I'axe de symétrie. Poe faire, on peut tracer le segment qui jointxdeu
points homologues (« =un point et son imagepuis tracer la médiatrice de ce segmAritacer.

Cadre 2. On calqueA, on ne retourne pas le calque, mais on le faiuer» exactement d’un
demi-tour autour d’un point pour obteldr Comment étre slr qu’on a fait un demi-tour exaetat ?

La transformation géométrique permettant de padséy a B est la_symétrie centraldl s’agit
donc de déterminer le centre de la symétrie. Pedaice, on peut tracer le segment qui joint deoixis
homologues, déterminer le milieu de ce segmerdstdé centre de symétrig.tracer.

Cadre 3 On calqueA. On fait tournede calque d'un certain angléci( 60°) autour d’un point
pour obtenirB. La difficulté pratique consiste a faire exactemen tiers d’'un demi-tourd@ns le bon
sen3d ou un sixieme de tour completans le bon sepsutour du centre de rotatioa §éterminey. Idée:
60°, ca fait penser a quoi ? ...

La transformation géométrique permettant de padsé a B est la_rotationll s’agit donc de
déterminer le centre de la rotation et 'angle aledtation.Le sens de cette rotation est le sens direct qui
correspond au sens contraire des aiguilles d’unentngo Pour ce faire, on peut tracer deux segments,
chacun joignant deux points homologues. Ensuitepeurt tracer la médiatrice de chaque segment. Les
deux médiatrices se coupent au centre de la rota®our obtenir I'angle, on trace I'angle de somiaet
centre de la rotation avec un c6té passant paoim (semarquable ou non) deet un autre coté passant
par le point homologue de la figuBedu point choisi sur la figurA. A tracer.

Cadre 4. Pas de possibilité de passer’daB aprés avoir calqu&. Cependant, on « voit » que la
figure B est une réduction de la figuke

La transformation géométrique permettant de passaraB est une homothétidl s’agit donc de
déterminer le centre et le rapport de cette hontieth©n peut tracer deux demi-droites, chacune
d’origine un point femarquable ou ngnde A et passant par le point homologue sur la fidggicku point
choisi surA. Le point d’intersection de ces deux demi-drofimsrnit le centre de I'hnomothétie. Pour
obtenir le rapport, il convient de calculer un gewot : lequel ‘A tracer et a calculer

. On calqueA et on fait glisser, sans « slalomer » ou de fagatiligne le calque dans
une certaine direction et sur une certaine « digtanpour obteniB.

La transformation géomeétrique permettant de pagsaraB est une translationl s’agit donc de
déterminer le_vecteude la translation ou les points remarquables sfmt cette translation par une
caractérisation avec un parallélogramme. Corredtie en TD.

[Cadre 8. Enfin une transformation qui « transforme » ! Bagossibilité de passer AeAB aprés
avoir calquéA. Il s’agit d’'une transformation ponctuelle du plgun s’appelle une inversion
Voir la figure ci-dessous.

On se donne une figuFequelconque, un cercle.
On transforme chaque sommetFRipar cette inversion.
On « obtient » une figure’ qu’on peut voir dans le cercle ci-
contre. Cette transformation ne conserve pas tamd », mais
elle conserve les angles. On est trés loin du progre
C’est juste a titre culturel !
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ACTIVITE 2.

On n’a droit gu’apliage — découpageBon A B
d’accord.

On peut quand méme proposer deux méthodes
pour la premiere figure ci-contre. Figure a
reproduire et pliages — découpages a effectuer.

1) On plie suivant la médiatrice de [ABP( plie
ce segment sur lui-méme en amenant A 3u©B
peut alors faire le premier découpage. On plie c
ensuite suivant la médiatrice de [ADD1 plie ce

segment sur lui-méme en amenant A sur@n

peut faire le deuxieme découpage.

A la qualité des pliages et des découpages présobitenu un CARRE.

Propriété mathématique mobilisé&es deux médiatrices des cotés sont aussi axsgndétrie du carré.

2) Autre pliage: on plie suivant la diagonale [DB]. On découp&ant le « triangle » ainsi formé. A la
qualité du pliage et des découpages pres, on awhte CARRE.

Propriété mathématique mobiliséda diagonale d'un carré est axe de symétrie duréc Autre
technique ?

On s’intéresse maintenant a cette deuxieme figure.

On ne dispose alors plus que d’'une seule méthode
pour construire un rectangle papliage -
découpage on reprend la méthode exposée ci-
dessus. Figure a reproduire et pliage — découpage
a effectuer.

Attention! Si on plie suivant la diagonale [BD], D
on n'obtient pas un rectangle: en effet, la c
diagonale du rectangle n’est pas axe de symétrie.

Dernier cas un parallélogramme par pliage — découpage ?

Dans ce cas, ce n'est pas possible : en effet, un
parallélogramme n’a pas d’axe de symétrie ! Oui,
mais il posséde un centre de symétrie. X

Changement de consigneon peut maintenant
faire du pliage, du découpage, du calque et des %
déplacements.

Plier selon le segment [TY]. Replier suivant ce
segment en amenant T sur Y. Le point W, point
d’intersection des deux plis est le centre du
« futur » parallélogramme, puisqu’il est le milieu

de la diagonale [TY]. Avec un calque, reproduire
le triangle (TYZ). Faire tourner exactement d’un

demi- tour le calque autour de W.

Suite a cette transformation, on obtient alors amajglogramme. Figure ci-dessus a reproduire et
programme a applique@n peut passer aux exercices plus traditionnels
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Les EXERCICES.

EXERCICE 1.

Figure:
Voir ci-contre.

Pour pouvoir construire le rectangle coloré ouéws, on peut déja partagét en dix « petits
rectangles », puis de colorier trois petits rec@sgour obteniW. Comment partageR en dix ? On
dispose de deux techniques :

1. Partager la longueur en 10 segments de méme longu@onserver la largeur. Ce n’est pas la
solution choisieOn peut utiliser la technique qui suit pour trouvaisolution

2. Partager la longueur en 5 segments de méme longaquartager la largeur en 2 segments de
méme longueur. Voir figure ci-dessus.

» En tracant la médiatrice de la largeurRleon partage cette dimension en deux segments demé
longueur. Donc pas de difficulté pour la largeur.

» Pour partager un segmentlongueur deR en cing segments de méme longueur, on peut utlkse

théoreme de Thalés.

Un(e) (ébauche deprogramme de constructioridéja rédigé dans les précédeid de géométrie

Tracer une demi-droite d’origine un sommetRie

Choisir un écartement quelconque avec le compas @abarit et reporter cing fois cet écartement sur

la demi-droite en partant de son origine. Margasrding points.

Tracer le segmelj$] qui joint le dernier point obtenu par les repatiscessifs sur la demi-droite et

deuxiéme sommet d’un segmernitongueur deR.

Tracer alors quatre parallele§sd, passant respectivement par les quatre pointsugsrsur la demi

droite. Ces paralléles coupent le segmelaingueur du rectangle en quatre points.

e

Ces paralléles découpent sur la longueuRd®ng segments de méme longueur. Il ne reste pligs|q
colorier le rectangl&V.

EXERCICE 2.

Constructiorn voir page suivante.
Justification

Le triangle (ABC) est isocéle e\, donc en particulier(d) est axe de symétrie {ABC). De
plus, comme le poirM est le sommet principal, il appartient donfdi C'est-a-dire A = (d) n Cercle
(centreB, rayon7cm). Il y a deux positions possibles : on en choisé.u

On construit ensuite le poifit comme image du poilg par la symétrie d’axé).
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EXERCICE 3.

Constructiort non reproduite dans ce corrigé, voir la jusaifion ci-dessous. Figure a construire.
Justification

Un des trois sommets du triandlE) appartient §A). SoitH ce point. La droit€A) est aussi la
médiatrice du c6té opposéHh Comme le c6té de ce triangle mesure 5¢cm, on w@hars le cercle de
centreH et de rayon 5cm. Il reste a placer les deux awnesmets. Pour ce faire, on peut construire
I'image de(A) par la rotation de centté et d’angle30°: on obtient une droite qui va couper le cercle en
deux points, on en choisit un, on I'appdlequi est alors un sommet du triangle équilatédal.n’a plus
gu’a construire I'image depar la symétrie d’ax@d) pour obtenir le troisieme somniet

Astucieux, isn't it ?

EXERCICE 4.

Faire éventuellement la figure.

Un triangle équilatéral possede trois axes de syen&haque axe est a la fois hauteur, bissectrice,
médiane et médiatrice. L’erreur vient du fait giééele a utilisé une « propriété » qu’il s’est figiné, en
affirmant que le point d’intersection, s’il existde deux axes de symétrie devient centre de syamétri
Cette propriété est vraie lorsque les deux axessyfeétrie sont perpendiculaifesdans ce cas
uniquement, le point d’intersection est centre gmé&rie. Or, les axes de symétrie d'un triangle
equilatéral ne sont pas perpendiculaires, ils fotnua angle de 120°. Ce point de concours de ces ax
de symétrie est centre de rotation pour le trigngléest globalement conservé par la rotationesere le
point de concours et d’angle 120°.

Z Une symétrie centrale est une rotation particeligotation d’angle 180° « = » un « demi-tou),»mais on peut aussi la
définir d’'une autre facon : une symétrie centraele composée de deux symétries axiales d’axgepeéiculaires. &aire
agir successivemenieux pliages d’axes perpendiculaires revient &fain demi-toum.
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EXERCICE 5.

Figure: voir ci-contre.

Les triangledABC), (ACF) et (ABE)
sont rectangles erA. (codage de
I'angle droit oublié sur la figurg

Solution: lI'image du triangle(ABC)
dans la symétrie d'axdd) est le
triangle(AEF).

Une) preuve

1) Dans la symétrie daxgd),
'image du pointB est le pointE. En
effet, (d) est la médiatrice dBE].
2) Dans cette méme symétrie,
'image de A est lui-méme :A est
invariant carA appartient &d).
3) La, ¢ca se complique!
© Le point C appartient a la
droite (EA). En effet, les angles

OBAC etOBAE sont droits ffar constructioih D'ou : [OCAE = 180°

© On appelleC’ le symétrigue d€ dans la symétrie d’ax@). le pointC’ appartient donc a I'image
de la droitg EA) dans la symétrie d’axgl) : c’est la droitg BA).

© CommeC’ est 'image deC, on aAC’ = AC. Le pointC’ appartient a la droitAB). Le pointF
appartient a la droitAB), avecAF = AC (rappel: (ACF) isocele en A

© Conclusion: les pointd= et C’ sont confondus. L'image du triangl&BC) par la symétrie d’axe
(d) est le triangl€AEF). (On a déterminé les images des sommets, d’ou legesrdes segments, ...,
la symétrie conservant tout ce qu’il faut, donfdame, on a le résultat

EXERCICE 6.

Exercice tres « fin » !

Pour déterminer une droite, il suffit
d’en « connaitre » deux points. Il y a
des chances pour que la droite
cherchée passe par des points
« particuliers », pas des pointsak
pif » ou au hasard ! On appelletJ

les centres respectifs des carrés
(ABCD) et (EFGH). Faisons
I'hypothese quglJd) est {ustement

la droite qui partage les deux carrés
en deux parties égales.

Au travail : recherche d’'une preuve.

Les pointsl et J sont respectivement centres de symétrie des cgkBSD) et (EFGH) : | etJ sont

centres d’une rotation d’anglé80°. On noteO, P, Q etR les points d’intersection d¢J) avec les cbtés

[AD], [BC], [EH] et[FG] (voir figure).

© Dans la rotation de centteet d’anglel80° le trapézd OABP) a pour image le trapeZPCDO) (a
rédiger: image de A = ?, image de B = ?,),.ces deux trapezes s@uperposablegconservation
des longueurs, des angles, de la « forme » partiosfa La droite (OP) partage donc le carré
(ABCD) en deux parties égales.
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© De méme, on démontre que la drof@R) partage le carrédEFGH) en deux parties égalea (
rédiger, en calquant la rédaction précédgnte
© Conclusion: la droite (1J) partage les deux carrddBCD) et (EFGH) en deux parties égales.
L’hypothése formulée ci-dessus est viaie

En fait, cette propriété est vraie pour les quatkres qui admettent un centre de symétrie. Donc,
cette propriété est vraie pour les rectangleaesllélogrammes, les losanges.

EXERCICE 7.

1. On peut fabriquer un
tableau de correspondances pour
la rotation de centrd et d’angle c
90°.

Point a Point-image
transformer : dans la
rotation :

A de (CQB) ?

C

D

oo|m| >

Q

Deuxieme tableau de
corres Do Q A B
pondance: images de
guelques objets.

« Objet » a transformer : « Objet-image » danstation.

Droite (BC). Droite (CD).

Segment [BC]. Segment [CD].

De plus, ona:

© [OBCD = B&D= 90°, car 'angle formé par une droite et son image @ar ppesure I'angle de la
rotation, cad 90°.

©  BC =CD, car une rotation conserve les longueurs.
Conclusion: le triangle(BCD) est rectangle isocéle €h

2. L'image de la droitéBP) dans la rotation de centfeet d’angle90° est la droitdCQ).

On a donc (BP) O (CQ).

Autrement dit, cela signifie que dans le trian@¥CB), [BP) est la hauteur issue &erelative aCQ).

On sait aussi qUECA) est la hauteur issue @erelative & AB) ((ABC) triangle RECTANGLE et isocele
en A : énoncg

D’ou : le pointP est le point commun a deux hauteurs dans le 1e4@§B), ce qui signifie que le point
P estl'orthocentre du triangle(CQB).

EXERCICE 1 : suite et fin.

Pour construire le rectangle on peut procéder comme pour le rectafyl©n peut aussi utiliser
la fameuse propriété dukg k2, k® ». En effet, si on divise par trois les dimensi@nagueuret largeur)

. L, . : 4 1
d’'un rectangle, son aire est divisée par 32 = 9p&ut facilement construife, sachant que§ =4 x r

A construire ! Voila pour cette fiche, & la suivante !

% On vient de faire une démonstration paanalyse — synthése. Analyse: on « décortique » le probléme et on émet une
hypothese (forte !) sur la soluticBynthése on cherche a prouver I’hypothése émise par isomaement approprié.
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