
%   \end{frame}
%\begin{frame}
%   \frametitle{Plan}
%   \tableofcontents{}      
%\end{frame}
%\section{Introduction}
%\begin{frame}{Objectifs du cours}
%   \begin{itemize}
%       \item Introduire la dimension spatiale et plus 
généralement les interactions individuelles dans le traitement 
de l’information dans le cadre d’un modèle économétrique en 
coupe transversale ou en données de panel
%       \item Fournir le cadre méthodologique général de 
l'économétrie spatiale ainsi que les principaux résultats 
théoriques permettant de résoudre des problèmes 
économiques concrets.
%   \end{itemize}
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%\begin{frame}
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%\end{frame}



%\subsection{Introduction}
%\begin{frame}
%\frametitle{Introduction}  
%\begin{itemize}
%   \item ESDA : Détection de l'autocorrélation spatiale\\
%   $\Rightarrow$ Processus descriptif
%   \item Econométrie spatiale : Processus explicatif
%   \begin{itemize}
%       \item Prise en compte de l'autocorrélation spatiale dans 
un modèle économétrique
%       \item L'autocorrélation spatiale joue un rôle à part 
entière dans l'explication de la variable d'intérêt
%       \item Prise en compte indispensable
%       \begin{itemize}
%           \item Point de vue technique $\rightarrow$ Objectifs 
de ce cours
%           \item Point de vue économique (effet global d'une 
mesure vs effet local)
%       \end{itemize}
%   \end{itemize}
%\end{itemize}
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Autocorrélation spatiale}
%\begin{itemize}
%   \item Les échantillons de données spatiales contiennent 
des observations associées a des localisations géographiques
%   \item L'autocorrélation spatiale reflète une situation où la 
valeur observée dans une localisation $i$ dépend des valeurs 
des localisations voisines
%   \item Exemples
%   \begin{itemize}
%       \item Effets de débordements géographiques dus à 
des effets de congestion
%       \item Variables explicatives omises et spatialement 
autocorrélées
%   
%   \end{itemize}
%\item Objectif de l'économétrie spatiale (des interactions) : 
\textbf{Estimer} l'effet de l'autocorrélation spatiale et 
\textbf{tester} sa significativité
%\end{itemize}  

%
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Autocorrélation spatiale}
%\begin{itemize}
%   \item Un PGD (Processus Générateur de Données) pour 
un échantillon en CT a-spatial composé de $n$ observations 
\textbf{indépendantes}: 
%   \[
%   y_i = X_i\beta +\varepsilon_i \quad \varepsilon_i \sim N(0, 
\sigma^2), i = 1, \; \cdots, n
%   \]
%   \item Chaque observation est indépendante des autres
%   \item En économétrie spatiale, en supposant que $i$ et 
$j$ sont voisins, le PDG pourrait être :
%   \begin{align*}
%   y_i&=\alpha_i y_j +X_i\beta + \varepsilon_i, \quad 
\varepsilon_i \sim N(0,\sigma^2)\\
%   y_j&=\alpha_j y_i +X_j\beta + \varepsilon_j, \quad 
\varepsilon_j \sim N(0,\sigma^2)\\
%   \end{align*}
%   \item Modèle simultané : la valeur prise par $y_i$ dépend 
de celle prise par $y_j$ et vice-versa
%\end{itemize}  
%
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{Modèle SAR}
%En étendant cette approche, on obtient : 
%\begin{align*}
%   y_i&=\alpha_{ij} y_j +\alpha_{ik} y_k +X_i\beta + 
\varepsilon_i, \quad \varepsilon_i \sim N(0,\sigma^2)\\
%   y_j&=\alpha_{ji} y_i +\alpha_{jk} y_k +X_j\beta + 
\varepsilon_j, \quad \varepsilon_j \sim N(0,\sigma^2)\\
%       y_k&=\alpha_{ki} y_i +\alpha_{kj} y_j +X_k\beta + 
\varepsilon_k, \quad \varepsilon_k \sim N(0,\sigma^2)
%   \end{align*}
%\begin{itemize}
%   \item Impossible d'estimer tous les paramètres $\alpha$ 
du modèle
%   \item[$\Rightarrow$] Imposition d'un schéma 
d'interactions entre observations : $\mathbf{W}$.



%   \item Modèle autorégressif spatial (SAR)
%   \[
%   y_i=\rho \sum_{j=1}^nw_{ij}y_j+ X_i\beta + \varepsilon_i, 
\quad i = 1,\cdots,n
%   \]
%   
%\end{itemize}
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Modèle SAR}    
%\begin{itemize}
%\item  Modèle sous forme matricielle : $y=\rho Wy+ X\beta 
+ \varepsilon$
%\begin{equation*}
%\begin{aligned}
%y&=(y_1,\cdots, y_n)^\prime, \; X=(X_1^\prime,\cdots, 
X_n^\prime)^\prime\\
%\beta&=(\beta_1,\,\cdots ,\,\beta_K)^\prime, \; 
\varepsilon=(\varepsilon_1,\,\cdots,\, \varepsilon_n)^\prime
%\end{aligned}
%\end{equation*}
%\item Modèle équivalent au modèle AR(1) en séries 
temporelles
%\item Modèle le plus utilisé en économétrie spatiale.
%\end{itemize}
%\end{frame}
%\subsection{Justifications et Motivations}

%\begin{frame}[allowframebreaks]
%\frametitle{Exemple}   
%
%\begin{itemize}
%   \item 7 régions constituent une ville et la région centrale 
(R4) est le centre d'affaire (CBD). Source : LeSage et Pace 
(2009)
%   \item Une seule route relie les 7 régions. Tous les 
navetteurs l'empruntent pour accéder ou quitter le CBD
%\begin{figure}
%\centering
%\includegraphics[scale=0.5]{7regions.png}
%\end{figure}
%

%\item Données : moyenne pour une journée particulière
%\begin{itemize}
%   \item $y$ : temps de parcours (en min)
%   \item $X$ : densité de pop et distance par rapport au CBD
%   \begin{figure}
%
%       \includegraphics[scale=0.5]{7regions_data.png}
%   \end{figure}
%   \end{itemize}
%
%   \item[]Bien qu'un temps de parcours plus long soit associé 
à des distances plus longues (R1 et R7 vs R3 et R5), 
l'hypothèse d'indépendance entre observations est 
clairement violée  vu que les temps de trajets pour des 
régions voisines semblent similaires.
%   \item[$\rightarrow$] Explication possible : Distance et 
densité de pop vu qu'elles sont similaires pour des régions 
proches
%   \item Explication alternative : Présence d'effets de 
congestion (navetteurs doivent traverser des régions 
successives pour aller au CBD ou domicile
%   \item Si le temps de parcours est plus long dans une 
région, il sera également plus long pour les agents habitant 
dans les régions suivantes. $\rightarrow$ Effets de spillovers 
dynamiques.
%   \item Effet de congestion ne peut être capté par la 
distance ou la densité car constante sur une journée.
%   \item[$\Rightarrow$] Recours à un modèle SAR (simultané) 
pour modéliser les temps de parcours (caractérisés par des 
spillovers dynamiques).\\
%   \[y=\lambda Wy + X\beta + \epsilon
%   \]
%   \item[]
%
%   \item Création d'une matrice de contiguité
%   \begin{figure}
%\centering
%\includegraphics[scale=0.5]{7regions_mat.png}
%\end{figure}
%   \item Standardisation en ligne
%   \begin{figure}
%\centering
%\includegraphics[scale=0.5]{7regions_mat_st.png}



%\end{figure}
%\end{itemize}
%\end{frame}

%\begin{frame}
%\frametitle{Motivations pour les modèles d'économétrie 
spatiale}
%\begin{enumerate}
%   \item Dépendance temporelle : les agents prennent leurs 
décisions en fonction du comportement passé d'autres agents
%   \item Variable omise : Omission de variables explicatives 
spatialement autocorrélées (commodités de la localisation, 
prestige du voisinage, accessibilité à l'autoroute, ...) et 
influencent la variable dépendante
%   \item Heterogénéité spatiale : lien avec les effets 
individuels en panel
%   \item Présence d'externalités
%\end{enumerate}    
%
%\end{frame}
%
%\begin{frame}[allowframebreaks]
%\frametitle{1. Dépendance temporelle}
%   \begin{itemize}
%       \item Décisions actuelles influencées par les décisions 
antérieures des autres agents : mimétisme
%       \[
%       y_t =\rho Wy_{t-1}+ X\beta + \varepsilon_t
%       \]
%       \item Supposons $X$ constantes dans le temps
%       \item Par substitution récursive : $y_{t-1}=\rho 
Wy_{t-2}+X\beta+\varepsilon_{t-1}$.
%       \begin{equation*}
%       \begin{aligned}
%       y_t&=X\beta +\rho W\left(\rho 
Wy_{t-2}+X\beta+\varepsilon_{t-1}\right)+\varepsilon_t\\
%       y_t&=X\beta +\rho WX\beta 
+\rho^2W_2y_{t-2}+\varepsilon_t + \rho W \varepsilon_{t-1}
%       \end{aligned}
%       \end{equation*}
%       \item En continuant la substitution pour $q$ périodes, 
on obtient
%       \begin{equation*}   

%\begin{aligned}
%y_t&=\left(I_n + \rho W + \rho^2 W^2 + 
\cdots+\rho^{q-1}W^{q-1}\right)X\beta +\rho^q W^q 
y_{t-q}+u_t\\
%u_t&=\varepsilon_t + \rho W \varepsilon_{t-1}+ \rho^2 W^2 
\varepsilon_{t-2}+ \cdots + 
\rho^{q-1}W^{q-1}\varepsilon_{t-(q-1)}
%\end{aligned}
%       \end{equation*}
%       \item En supposant $\mathbf{E}(\varepsilon_{t-r})=0, \; 
r=0,\cdots, q-1$ On a $\mathbf{E}(u_t)=0$.
%       De plus, $\rho^q W^q y_{t-q}$ petit pour $q$ grand si 
$|\rho|<1$ et $W$ standardisée.
%       \[
%       \lim_{q\rightarrow \infty}\mathbf{E}(y_t) = (I_n - \rho 
W)^{-1}X\beta
%       \]
%       car $(I_n - \rho W)^{-1}= I_n + \rho W + \rho^2 W^2 + 
\rho^3 W^3 + \cdots$ Expansion géométrique de l'inverse 
d'une matrice.
%       \item[$\Rightarrow$] Le modèle SAR en CT peut être vu 
comme un modèle de long terme (d'équilibre). Il peut résulter 
d'un processus de diffusion spatio-temporelle.
%   \end{itemize}
%\end{frame}
%
%\begin{frame}[allowframebreaks]
%\frametitle{2. Variable omise}
%\begin{itemize}
%   \item Certains facteurs inobservés (qualité de 
l’environnement, accessibilité d’une autoroute, prestige du 
voisinage) peuvent affecter la variable dépendante mais 
absence de variable explicative pour capter ces effets.
%   \item Considérons le modèle suivant : $y=X\beta + 
Z\theta$
%   \begin{itemize}
%       \item Modèle sans terme d'erreur $\Rightarrow$ 
Relation exacte.
%       \item On obtient directement $\beta$ et $\theta$
%       \item Supposons $Z$ non observé et indépendant de 
$X$. $\Rightarrow$ $Z$ se trouve dans le terme d'erreur de la 
relation $y=X\beta + \varepsilon$.
%       \item On obtient $\hat{\beta}$ par les MCO



%       \item Supposons que $Z$ suit un processus 
autorégressif (mais toujours indépendant de $X$) : $Z=\rho 
WZ + r \Rightarrow Z = (I_n -\rho W)^{-1}r$
%       \item[] Cette autocorrélation capte les effets 
non-observés spatialement autocorrélés
%       \item Intégration de cette expression dans le modèle 
$y=X\beta + \varepsilon$ : 
%       \[
%       y=X\beta + (I_n -\rho W)^{-1}r\theta
%       \]
%       \item $\theta$ augmente simplement la variance du 
terme d'erreur $r$.
%       \item $(I_n -\rho W)^{-1}r\theta$ est le terme d'erreur 
de la régression
%       \item Posons $u=r\theta$ et $\nu = (I_n -\rho W)^{-1}u 
\; \; \Rightarrow \nu = \rho W\nu + u$
%       \item On réécrit le modèle de régression comme suit
%       \begin{equation*}
%       \begin{aligned}
%       y&=X\beta + \nu\\
%       \nu&=\rho W \nu + u
%   \end{aligned}
%       \end{equation*}
%       \item $\mathbf{E}(r)=0\; \Rightarrow \mathbf{E}(y) = 
X\beta$. L'estimateur $\hat{\beta}$ de $\beta$ issu des MCO 
est centré et convergent. Cependant, il est inefficace car la 
variance du terme d'erreur $\nu$ est non sphérique : 
%       \[
%       \mathbf{E}(\nu \nu^\prime)=\sigma^2_u(I_n -\rho 
W)^{-1}(I_n -\rho W^\prime)^{-1}
%       \]
%   \end{itemize}
%   \item Ce modèle est appelé \textbf{SEM} pour modèle 
avec autocorrélation spatiale des erreurs.
%\end{itemize}  
%
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{3. Hétérogénéité spatiale} 
%\begin{itemize}
%   \item Dans les modèles de données de panel, on spécifie 
des effets individuels pour capter l'hétérogénéité non 
observée. $ y_{it}=\alpha_i + X_{it}\beta$

observée. $ y_{it}=\alpha_i + X_{it}\beta$
%   \item En panel, on dispose de plusieurs observations (T) 
pour estimer les $\alpha_i$ (fixes ou aléatoires)
%   \item En CT, on a qu'une seule observation par individu. 
Pour prendre en compte cette hétérogénéité individuelle, on 
pose que les individus proches devraient avoir un effet 
individuel proche : $\alpha= \rho W \alpha + \nu$.
%   \item On obtient à nouveau le modèle SEM $ y=X\beta + 
(I_n-\rho W)^{-1}\nu$
%\end{itemize}
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{4. Présence d'externalités}
%\begin{itemize}
%   \item Dans un contexte spatial, les externalités ont un effet 
direct
%   \begin{itemize}
%       \item Marché immobilier : Les terrains vagues sont un 
lieu d’habitat pour les rats et serpents qui peuvent aller dans 
le voisinage et réduire le prix de ces maisons (externalité 
négative)
%       \item Présence d’un environnement charmant, vert 
peut avoir un impact positif sur le prix des maisons.
%   \end{itemize}
%   \item En termes de modélisation, les caractéristiques du 
voisinage jouent un rôle dans l’explication de la variable 
dépendante pour la localisation $i$. On ajoute $WX$ au 
modèle économétrique : $y=X\beta + WX \gamma + 
\varepsilon$
%   \item Modèle appelé SLX (Spatial lag of X)
%   
%\end{itemize}  
%\end{frame}
\section{Rappels modèles économétrie spatiale}
\begin{frame}
\frametitle{Différents modèles économétriques I }
Différents types de variables décalées spatialement peuvent
être présentes dans le modèle :
\begin{itemize}

\item $Wy$ : Décalage spatial endogène
\item $WX$ : Décalage spatial des variables explicatives
\item $W\varepsilon$ : Décalage spatial des erreurs

\end{itemize}



Ces décalages peuvent être combinés pour obtenir différents
modèles.

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Différents modèles économétriques II}
\begin{itemize}

\item[1.] Modèle SAR : $y = \rho Wy + X\beta + \varepsilon, 
\; \varepsilon \sim N(0, \sigma^2)$
\item[2.] Modèle SLX : $y = X\beta + WX \gamma + 
\varepsilon, \; \varepsilon \sim N(0, \sigma^2)$
\item[3.] Modèle SDM (généralisation du SAR à la présence
de décalages des variables explicatives) 
\[
y=\rho W_1y + X\beta + W_2X\gamma +\varepsilon, \; 
\varepsilon \sim N(0, \sigma^2)
\]
avec $W_1$ et $W_2$ pouvant être différents (dans la 
grande majorité des cas, ils sont égaux) 
\item[4.] Modèles SEM et SMA (Spatial Moving average)
\begin{equation*}
\begin{aligned}
SEM &\quad y = X\beta + \nu, \quad \nu = \rho W \nu + 
\varepsilon, \; \varepsilon \sim N(0, \sigma^2)\\
SMA& \quad y = X\beta + \nu, \quad \nu = \rho W 
\varepsilon + \varepsilon, \; \varepsilon \sim N(0, \sigma^2)
\end{aligned}
\end{equation*}

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Différents modèles économétriques III}
\begin{itemize}

\item[5.] Modèles d'ordres supérieurs
\begin{itemize}

\item Modèle SARAR :
\begin{equation*}

\begin{aligned}
y& = \rho W_1y+ X\beta + \nu \\

\nu &= \lambda W_2 \nu + \varepsilon, \; \varepsilon \sim
N(0, \sigma^2)
\end{aligned}
\end{equation*}
Autocorrélation spatiale globale dans $y$ et dans le terme
d'erreur
\item Modèle SARMA : 
\begin{equation*}
\begin{aligned}
y& = \rho W_1y+ X\beta + \nu \\
\nu &= \lambda W_2 \varepsilon+ \varepsilon, \; \varepsilon
\sim N(0, \sigma^2)
\end{aligned}
\end{equation*}
Autocorrélation spatiale globale dans $y$ et locale dans le 
terme d'erreur
\end{itemize}

\end{itemize}

\end{frame}
\section{Modèle SAR} 
\begin{frame}
\frametitle{Plan}   
\tableofcontents[currentsection]
\end{frame}
\subsection{Présentation et hypothèses}
\begin{frame}
\frametitle{Analyse du modèle SAR}
Considérons le modèle SAR suivant
\begin{equation*}
y_n=\rho_0W_ny_n + X_n\beta + \varepsilon_n \quad
\varepsilon_n\sim iid(0, \sigma^2_0)
\end{equation*}
Le filtre spatial est défini comme $(I_n - \rho W_n)$. Si 
$\rho_0$ est connu, on peut fitrer l'autocorrélation spatiale de 
$y_n$ et utiliser un modèle de régression classique
\begin{equation*}
(I_n - \rho W_n)y_n = X_n\beta + \varepsilon_n
\end{equation*}
Naturellement, $\rho_0$ n'est généralement pas connu et 
doit être estimé, tout comme $\beta_0$ et $\sigma^2_0$

\end{frame}



\begin{frame}
\frametitle{Forme réduite du SAR}
Si $(I_n - \rho W_n) $ est inversible, la forme réduite du SAR
est obtenue comme : 
\begin{equation*}
y_n = (I_n - \rho W_n)^{-1}X_n \beta + (I_n - \rho
W_n)^{-1}\varepsilon_n
\end{equation*}
Il faut que le déterminant de $(I_n - \rho W_n)$ soit différent
de 0. Si $\rho_0=0$, $|I_n - \rho W_n|=|I_n| =1\neq 0$.
Considérons $\rho \neq 0$.
\begin{align}\label{5}
\det(I_n-\rho W_n)&=\det[(-\rho_0)(W_n-\frac{1}{\rho_0}I_n)] \\
&=(-\rho_0)^n \det(W_n-\frac{1}{\rho_0}I_n) \notag
\end{align}
Donc, $\det(I_n-\rho W_n) \neq 0$ et $(I_n-\rho W_n)$ est 
non singulière si $\rho_0^{-1}\notin\{\nu_{1,n},...,\nu_{n,n}\}$, 
où $\nu_{1,n},...,\nu_{n,n}$ sont les valeurs propres de $W_n$. 
Ainsi, on a besoin que $\rho_0^{-1}$ ne soit pas une valeur
propre de $W_n$.

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Implications de la forme réduite}
\begin{equation*}
y_n = \alert{(I_n - \rho W_n)^{-1}}X_n \beta + \alert{(I_n - \rho
W_n)^{-1}}\varepsilon_n
\end{equation*}
\small{
La forme réduite du modèle SAR a 2 grandes implications
\begin{enumerate}

\item En moyenne conditionnelle, la valeur de la variable 
dépendante pour l'observation $i$ sera affectée non 
seulement pas les valeurs prises par les variables 
explicatives de cette observation mais également par celles
de toutes les autres observations, à cause de la 
transformation spatiale inverse $(I_n - \rho W_n)^{-1} = I_n 
+ \rho W_n + \rho_0^2W_n^2 + \cdots$, qui est une
matrice pleine. C'est ce qu'on appelle l'\textbf{effet du 
multiplicateur spatial global}, ou \textbf{effet d'interactions 
global}.

\item Un choc aléatoire dans une observation $i$ n'afffecte
pas uniquement la valeur de la variable dépendante dans la 
même observation, mais a également un effet sur la valeur
de la variable dépendante dans toutes les autres unités, 
toujours à cause de cette transformation spatiale inverse. 
Cet effet est appelé \textbf{effet de diffusion} d'un choc
aléatoire.

\end{enumerate}
}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Matrice de variance-covariance}
\begin{itemize}

\item Supposons la matrice $X_n$ non-stochastique. 
L'espérance mathématique de $y_n$ est 
$\mathbf{E}(y_N)=(I_n-\rho W_n)^{-1} X_N\beta$
\item La matrice de variance-covariance de $y_n$ est 
ensuite obtenue comme : 

\end{itemize}
\begin{equation*}
V(y_N)=\sigma^2(I_n-\rho W_n)^{-1}(I_n-\rho W'_n)^{-1}
\end{equation*}

On observe que dans cette matrice de VC, toutes les
observations sont corrélées les unes aux autres, mais les plus 
proches interagissent plus. De plus, tous les éléments
diagonaux sont différents les uns des autres car dépendent
de la structure de voisinage. \\$\Rightarrow$
Heteroscédasticité induite même si le DGP suppose 
l'homoscédasticité du terme d'erreur.

\end{frame}

\subsection{Analyse d'impacts}
\begin{frame}
\frametitle{Plan}   
\tableofcontents[currentsubsection]
\end{frame}
\begin{frame}
\frametitle{Analyse des impacts}



Modèle linéaire classique
\begin{align*}

{y_i} = {\alpha} + \sum\limits_{k = 1}^K {{\beta
_{k}}{x_{ik}} + {\varepsilon _i}} \quad \varepsilon_i 
\sim i.i.d.(0,\sigma^2)  \qquad i = 1,\ldots, n
\end{align*}

\begin{itemize}
\item<2-> Impact d'une variation de  $x_{ik}$ sur $y_i$
pour $k=1,...,K$

\begin{align*}
\frac{\partial y_i}{\partial x_{ik}}=\beta_{k} \quad
\forall \; i

\end{align*}
\item<3-> Impact d'une variation de  $x_{jk}$ sur $y_i$
pour $k=1,...,K$

\begin{align*}
\frac{\partial y_i}{\partial x_j}=0 \quad \forall \; j 
\neq i

\end{align*}
\item[$\Rightarrow$]<4-> \emph{Pas d'effet de 
spillovers spatiaux}

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}[<+->]
\frametitle{Impacts dans le modèle linéaire classique}

\scriptsize{
\begin{itemize}

\item En empilant tous les individus $i=1,...,N$
\begin{align*}

\mathbf{y}=\alpha \iota +  \sum\limits_{k = 1}^K 
{\beta_{k}}\mathbf{x}_k+\varepsilon %\quad 
\varepsilon \sim N(0,\sigma^2 \mathbf{I}_N)
\end{align*}

\item<2-> Matrices d'impacts pour $k=1,...K$
\begin{align*}
\frac{\partial \mathbf{y}}{\partial
\mathbf{x}_k^\prime}=\left(\begin{array}{ccc}
\frac{\partial y_1}{\partial x_{1k}}& \ldots & \frac{\partial
y_1}{\partial x_{nk}}\\
\vdots & \ddots & \vdots \\
\frac{\partial y_n}{\partial x_{1k}}&\ldots&\frac{\partial
y_n}{\partial x_{nk}}                              

y_n}{\partial x_{nk}}                              
\end{array}\right)=\left(\begin{array}{cccc} \beta_{k} &
0 &\ldots& 0\\
0& \beta_{k}& 0 \ldots& 0\\
\vdots & 0& \ddots& \vdots\\
0& \ldots & 0& \beta_{k}
\end{array}\right)= \mathbf{I}_n \beta_{k}
\end{align*}

\end{itemize}
}
\end{frame}

\begin{frame}[<+->]
\frametitle{Impacts dans le modèle SAR}

\scriptsize{
%\subsection{The spatial Durbin Model}
\begin{itemize}

\item Considérons maintenant le cas du modèle SAR :
\begin{equation}
y_i=\alpha+\rho \sum_{j=1}^N w_{ij} y_j+ \sum_{k=1}^K 
x_{ik}\beta_k + \varepsilon_i \text{ pour } i=1,...,N
\end{equation}

\item Sous forme matricielle :
\begin{equation}
y_n=\alpha \iota_N + \rho W_ny_n + X_n \beta +  \varepsilon
\end{equation}

\item où $y_n$ est le vecteur de dimension $n \times 1$ de 
la variable dépendante, $W_n y_n$ est la variable 
dépendante spatialement décalée, $\iota_n$ est un vecteur
unitaire de dimension $n \times 1$ et $X_n$ est la matrice
contenant les variables explicatives de dimension $n \times
K$ ; $\beta$ est un vecteur de dimension $K \times 1$ de 
paramètres inconnus à estimer.
\end{itemize}

}
\end{frame}

\begin{frame}[<+->]
\frametitle{Impacts du modèle SAR}
\scriptsize{
\begin{itemize}



\item La forme réduite du modèle SAR s'écrit : 
\begin{equation*}
y_n=(I_n-\rho W_n)^{-1} \iota_n \alpha+ \sum_{k=1}^K 
(I_n-\rho W_n)^{-1}\beta_k X_{n,k}+ (I_n-\rho
W_n)^{-1}\varepsilon
\end{equation*}

\item Si $W_n$ est normalisée en ligne, $W_n^q 
\iota_n=\iota_n$ pour $q\geq 0$ et on obtient:
\begin{align*}
(I_n-\rho W_n)^{-1}\iota_n &= (I_n+\rho W_n+ \rho^2 W_n^2 
+ \hdots) \iota_n  \nonumber\\
&=(1+\rho + \rho^2 + \hdots) \iota_n=\frac{1}{1-\rho} \iota_n
\end{align*}
\begin{equation*}
y_n=\frac{\beta_0}{1-\rho} \iota_n  + \sum_{k=1}^K (I_n-\rho
W_n)^{-1} \beta_k X_{n,k}+(I_n-\rho W_n)^{-1}\varepsilon
\end{equation*}
\end{itemize}
}
\end{frame}
\begin{frame}[<+->]
\frametitle{Dérivées partielles : matrices d'impact}
\scriptsize{
\begin{itemize}

\item Calculons la dérivée partielle de $y_n$ par rapport à  
$X_{n,k}$ pour $k=1,\hdots,K$:

\begin{align*}
\frac{\partial{y_n}}{\partial{X_{n,k}^\prime}}=S_k(W_n)&=(I_n-\rh
o W_n)^{-1}I_n\beta_k  \\
&=(I_n+\rho W_n+ \rho^2 W_n^2+ \hdots )I_n \beta_k
\end{align*}
où $(I_n-\rho W_n)^{-1}$ est appelé \emph{l'effet
multiplicateur spatial global} ou \emph{l'effet multiplicateur
interactif global}.

\item Définissons la \textbf{matrice d'impacts} associée à la 
$k^{\textrm{ème}}$ variable explicative, la matrice
$S_k(W_n)=(I_n-\rho W_n)^{-1} I_n \beta_k$ de dimension  
$n \times n$. $S_k(W_n)$ est une matrice pleine avec
comme éléments : 

\begin{equation}
S_k(W_n)=\left(

\begin{array}{cccc}
S_k(W_n)_{11} & S_k(W_n)_{12}  & \hdots & S_k(W_n)_{1n}  \\

S_k(W_n)_{21} & S_k(W_n)_{22} & & S_k(W_n)_{2n} \\
\vdots & \vdots & \ddots & \vdots \\
S_k(W_n)_{n1} & S_k(W_n)_{n2} & \hdots & S_k(W_n)_{nn} \\

\end{array}
\right)
\end{equation}
\end{itemize}
}
\end{frame}

\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Interprétation des matrices d'impact}
\begin{itemize}

\item Les dérivées partielles de  $y_{i}$ par rapport à $x_{ik}$
ou $x_{jk}$ pour $i,j=1,\hdots,N$, $j \neq i$ et pour 
$k=1,\hdots,K$ sont :

\begin{equation}
\frac{\partial{y_i}}{\partial{x_{ik}}}=S_k(W_n)_{ii}, \qquad
\frac{\partial{y_i}}{\partial{x_{jk}}}=S_k(W_n)_{ij}
\end{equation}

\item En général, $S_k(W)_{ii} \neq 0$ et $S_k(W)_{ij} \neq
0$ pour $i,j=1,\hdots,N$, $j \neq i$ et pour $k=1,\hdots,K$.
\item Les éléments diagonaux de cette matrice, 
$\diag(S_k(W_n))$, représentent les \emph{impacts directs} 
qui incluent les effets de spillovers propres, hétérogènes
pour chaque observation en présence d'autocorrélation
spatiale, dus aux poids différents de la matrice d'interactions.

\item La magnitude de ces impacts directs dépendent (1) 
du degré d'interactions entre observations, qui est 
gouverné par la matrice $W_n$, (2) du paramètre $\rho$, 
qui mesure l'intensité des interactions entre observations 
et (3) du paramètre $\beta_k$.

\item La magnitude des effets de spillovers propres est 
donnée par $S_k(W)_{ii}-\beta_k$, où $\beta_k$ peut être
interprété comme représentant l'effet direct d'une variable 
explicative s'il n'y avait pas d'autocorrélation spatiale, càd si 
$\rho = 0$

\item Ce type d'hétérogénéité est appelé
\textit{hétérogénéité interactive}, par opposition à 
l'hétérogénéité individuelle standard qu'on trouve dans les
modèles de données de panel (Debarsy et Ertur, 2010).
\item Les éléments hors-diagonaux représentent les
\emph{impacts indirects}: Ils sont collectés dans la matrice



\emph{impacts indirects}: Ils sont collectés dans la matrice
$Q_k(W_n)=S_k(W_n)-\diag(S_k(W_n))$.
\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Exemple de matrice d'interactions I}
\input{Matrix_SAR}

\end{frame}
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\begin{frame}

\frametitle{Exemple : feedback effects}
\begin{figure}

\centering
\includegraphics[scale=0.35]{feedback_effects2.png}

\label{fig:feedback effects}
\end{figure}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Matrice d'impact: interprétation en colonne}
\begin{itemize}
\item De plus, en considérant la colonne $j$, On note 
qu'une variation $\Delta x_{jk}$ de la $k^{\textrm{ème}}$
variable explicative de l'individu $j$ affecte différemment
chacune des autres observations de l'échantillon : 

\[
\left(\begin{array}{c}
S_k(W_n)_{1j}\\
S_k(W_n)_{2j} \\
\vdots \\
S_k(W_n)_{jj}\\
\vdots \\
S_k(W_n)_{Nj}
\end{array}\right)
\]
\item L'impact indirect total provenant de 
l'observation $j$ $j=1,...,N$ est ainsi noté $\iota'_N 
Q_k(W_n)_{.j}$ où $Q_k(W_n)_{.j}$ est la 
$j^{\textrm{ème}}$ colonne de $Q_k(W_n)$.

\item La somme des éléments de  la $j^{\textrm{ème}}$
colonne (en prenant en compte l'élément diagonal) donne

colonne (en prenant en compte l'élément diagonal) donne
l'impact \textbf{total} sur toutes les observations $y_i$
($i=1,...,N$)  d'une variation de $x_{k}$ en $j$.

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Matrice d'impacts : Analyse en ligne}   
\begin{itemize}

\item la i$^{\textrm{ème}}$ ligne de la matrice d'impact 
$S_k(W_n)$ représente l'effet sur la variable dépendante
de l'individu $i$ d'une variation identique de la 
k$^{\textrm{ème}}$ variable indépendante dans toutes les
observations : 
\[

\left(\begin{array}{cccccc}
S_k(W_n)_{i1}& S_k(W_n)_{i2} & \ldots
&S_k(W_n)_{ii}&\ldots&S_k(W_n)_{in}
\end{array}\right)

\]
\item La somme de la i$^{\textrm{ème}}$ ligne représente
l'effet total sur $y_i$ d'une variation égale de la variable 
indépendante $x_k$ dans toutes les localisations (y compris
$i$)
\item L'impact indirect total est obtenu en retranchant
$S_k(W_n)_{ii}$ de la somme en ligne

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Matrice d'impacts}
L'information contenue dans les matrices d'impact est dense 
et complexe à analyser
\begin{itemize}

\item[$\Rightarrow$] Besoin de mesures scalaires qui vont
résumer l'information contenue dans ces matrices.



résumer l'information contenue dans ces matrices.
\item[]LeSage et Pace (2009) proposent 3 mesures scalaires
\begin{itemize}

\item Effet direct moyen (prenant en compte les
feedbacks) : \[ N^{-1}\tr(S_k(W))\]

\item Effet total moyen : \[ N^{-1} \iota_N' S_k(W) \iota_N \]

\item Effet indirect total moyen qui est égal à la différence
entre l'effet global moyen et l'effet direct moyen : \[ N^{-1} 
\iota_N' S_k(W) \iota_N-N^{-1}\tr(S_k(W))=N^{-1} \iota_N' 
Q_k(W) \iota_N \]

\end{itemize}
\end{itemize}

\end{frame}

%\begin{frame}
%\frametitle{Exemple de matrice d'interactions II}  
%Analyse de la criminalité à Columbus
%\begin{itemize}
%   \item Sous Géoda, ouvrir columbus.shp
%   \item Créer une matrice d'interactions basée sur la 
contiguité au sens de la reine
%   \item Aller dans Methods / Regressions et effectuer une 
régression du crime sur le revenu (INC) et le prix de 
l'immobilier (HOVAL) 
%   \item Sélectionner modèle Spatial lag et regarder les 
résultats
%   \item Problème : Pas possible d'obtenir les impacts
%   \item Utilisation de Matlab (ou R) 
%\end{itemize}
%
%
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Exemple de visualisation de matrice d'impact}
%Etude des déterminants des prix de l'immobilier en 
Belgique 
%Supposons le modèle suivant : 
%\begin{multline*}
%\mathbf{P}_t = \rho \mathbf{W}\mathbf{P}_t + \beta_0 + 
\beta_1 lincome_t + \beta_2 surf_t + \beta_3 \mathbf{W} 

\beta_1 lincome_t + \beta_2 surf_t + \beta_3 \mathbf{W} 
surf_t+\beta_4 dens\\ +\beta_5 env\_cha+ \beta_6 pri\_fac + 
\beta_7 road\_qua + \sum_{p=1}^9 PR_p+\mu+ \varepsilon_t 
%\end{multline*}
%
%Objectifs
%\begin{itemize}
%   \item Expliquer le prix de l'immobilier $\mathbf{P}_t$  par 
un ensemble de déterminants (revenu par tête, surface de la 
propriété, densité de population, ...) pour 588 municipalités 
belges 
%%  \item Calculer les matrices d'impact
%%  \item Visualiser les impacts sur une carte
% \end{itemize}
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Résultats d'estimation (Approche de Mundlak 
spatiale)}
%   \begin{table}\scriptsize
%\centering
%\begin{tabular}{c|c}
%
%\multicolumn{2}{c}{Variable dépendante} \\
%\multicolumn{2}{c}{log du prix de l'immobilier 
($\mathbf{P}_t$) }    \\
%\hline
%   lincome &      { 0.183}  \\
%
%           &       (0.000) \\ \hline
%
%     lsurf &         0.077  \\
%
%           &       (0.000)  \\\hline
%
%    Wlsurf &      {-0.022}\\
%
%           &    (0.136)\\\hline
%
%   density &          {0.018}  \\
%
%           &      (0.001)  \\\hline
%



%   $env\_cha$ &          0.056  \\
%
%           &       (0.000)        \\\hline
%
%   $pri\_fac$ &          0.022\\
%
%           &        (0.000)          \\\hline
%
%  $road\_qua$ &          0.015 \\
%
%           &      (0.036)          \\\hline
%
%    $\rho$ &           0.829\\
%
%           &        (0.000)  \\ \hline
%\hline
%\multicolumn{2}{c}{\tiny{p-values entre parenthèses}}
%\end{tabular} 
%\label{tab:c36}
%\end{table}
% %Voir 193.49.79.89/belgique
%\end{frame}

\subsection{Estimation économétrique}

\begin{frame}
\frametitle{Plan}   
\tableofcontents[currentsubsection]
\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimation par MCO ?}
\begin{itemize}

\item Modèle SAR
\begin{equation*}
y_n = \rho W_n y_n+ X_n\beta + \varepsilon_n
\end{equation*}
\item Sous forme réduite : 
\begin{equation*}
y_n = (I_n - \rho W_n)^{-1}(X_n\beta + \varepsilon_n)
\end{equation*}
\item Notons de plus: 
\begin{equation*}

W_n y_n=W_n(I_n-\rho W_n)^{-1} X_n\beta+W_n(I_n-\rho
W_n)^{-1} \varepsilon_n
\end{equation*}
\item Hypothèse nécessaire pour avoir une convergence 
des MCO ? 
\item<2-> Testons que $\mathbf{E}[(W_ny_n)' 
\varepsilon_n]$ = 0

\end{itemize}
\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimation par MCO ? }

\small
\begin{align}
\mathbf{E}[(W_ny_n)' 
\varepsilon_n]&=\mathbf{E}[(W_n(I_n-\rho W_n)^{-1} 
X_n\beta+W_n(I_n-\rho W_n)^{-1} \varepsilon_n)' 
\varepsilon_n]\notag\\
&=\mathbf{E}[\beta_0'X_n'(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n  
\varepsilon_n+ \varepsilon_n'(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n 
\varepsilon_n] \notag\\
&=\beta_0'X_n'(I_n-\rho
W'_n)^{-1}W'_n\mathbf{E}[\varepsilon_n]+\mathbf{E}[\vareps
ilon_n'(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n \varepsilon_n] \notag\\
&=\mathbf{E}[\varepsilon_n'(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n 
\varepsilon_n] \\%\neq 0
%\mathbf{E}nd{align}
%\item Indeed,
%\begin{align}
%=\mathbf{E}[\varepsilon_n'(I_n-\rho_n W'_n)^{-1}W'_n 
\varepsilon_n]
&=\mathbf{E}[\tr(\varepsilon_n'(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n 
\varepsilon_n)] \notag\\
&=\mathbf{E}[\tr(\varepsilon_n\varepsilon_n'(I_n-\rho
W'_n)^{-1}W'_n) ] \notag\\
&=\tr\left(\mathbf{E}(\varepsilon_n\varepsilon_n')[(I_n-\rho
W'_n)^{-1}W'_n] \right) \notag \\
& = \tr\left(\sigma^2I_n [(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n] \right) 
\notag \\
&=\sigma^2\tr[(I_n-\rho W'_n)^{-1}W'_n] \neq 0 \notag
\end{align}
\normalsize
En général, $\tr W_n^\prime(I_N-\rho_N W_n^\prime)^{-1} 
\neq 0$. \\$\Rightarrow$ Estimateur des MCO non 



\neq 0$. \\$\Rightarrow$ Estimateur des MCO non 
convergent.

\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Biais de l'estimateur des MCO}
\begin{figure}

\centering
\includegraphics[scale=0.3]{biais_beta_OLS}

\end{figure}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Estimation du modèle SAR}
3 méthodes d'estimation possibles
\begin{enumerate}

\item Maximum de vraisemblance
\item 2SLS
\item GMM

\end{enumerate}
\begin{itemize}

\item<2-> Dans ce cours, on se focalise sur l'estimation 
par maximum de vraisemblance

\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Rappel Maximum de vraisemblance}

Principe de vraisemblance
\begin{itemize}

\item Déterminer les valeurs des paramètres pour 
maximiser la proba d'obtenir l'échantillon observé
\item On suppose que la densité de probabilité de
l'échantillon est paramétrée par un vecteur $\theta_0$
de dimension $m \times 1$.
\item Soit un échantillon aléatoire de taille $n$ : ${X_1, 
\cdots,\;X_n}$ où $X_i$ est une suite de $n$ variables 
aléatoires iid.
\begin{itemize}

\item Fonction de vraisemblance = fonction de densité
jointe de l'échantillon
\[

L(\theta;X)=f(X_1,\; \cdots,\; X_n; \theta)=\prod_i 
f(X_i;\theta)
\]
\item Fonction de log-vraisemblance $
\ln L(\theta;X)=\sum_i \ln f(X_i; \theta)$

\item Estimateur du max de vraisemblance : 
Maximisation de la fonction de log-vraisemblance
(Fonction objective)

\end{itemize}
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Max de vraisemblance}
\small
\begin{itemize}

\item Fonction objective : 
$Q_n(\theta)=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^n m(X_i; \theta) 
=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^n \ln f(X_i, \theta)$
\item Définitions
\begin{itemize}

\item Score (vecteur des dérivées premières) pour 
l'observation $i$
\[
s(X_i ; \theta)=\frac{\partial m(X_i;\theta)}{\partial \theta}
\]
\item Hessien (matrices des dérivées secondes) 
l'observation $i$
\[
H(X_i ;\theta)=\frac{\partial s(X_i;\theta)}{\partial
\theta^\prime}=\frac{\partial^2 m(X_i;\theta)}{\partial
\theta \partial \theta^\prime}
\]
\item Supposons que $m(X_i; \theta)$ est 
différenciable en $\theta$ et que $\hat{\theta} \in
\Theta$ avec $\Theta$, l'espace des paramètres pour 
$\theta$. Ainsi, $\hat{\theta}$ est une solution 
intérieure de la maximisation de $Q_n(\theta)$ qui
satisfait aux CPO : 

\[
0=\frac{\partial Q_n(\hat{\theta})}{\partial
\theta}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^n s(X_i; \theta)



\theta}=\frac{1}{n}\sum_{i=1}^n s(X_i; \theta)
\]

\end{itemize}
\end{itemize}
\normalsize

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Max de vraisemblance}
\begin{itemize}

\item En utilisant le théorème de la valeur moyenne
(expansion de Taylor)
\item En supposant que la matrice Hessienne est 
inversible
\item Et en supposant que $\frac{1}{\sqrt{n}}\sum_i 
s(X_i;\theta_0) \sim N(0,\Sigma)$
\item[$\Rightarrow$] On montre que
\[
\sqrt{n}(\hat{\theta}-\theta_0) \sim N(0, 
(\mathbf{E}[H(X_i,\theta_0)])^{-1}\Sigma
(\mathbf{E}[H(X_i,\theta_0)])^{-1})
\]
\item Équivalence de la matrice d'information : 
\[
I(\hat{\theta})=-\mathbf{E}[H(X_i,\theta_0)]=\mathbf{E}[s(X
_i;\theta_0)s(X_i;\theta_0)^\prime]
\]

\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Max de vraisemblance dans le modèle linéaire}
Fonction de vraisemblance dans le modèle linéaire
\begin{itemize}

\item Modèle linéaire
\[
y_i=\beta_1 + \sum_{k-1}^Kx_{ik}\beta_k +\varepsilon_i\; 
\Rightarrow y = X\beta + \varepsilon
\]
\item Besoin de l'hypothèse de normalité des erreurs : 
$\varepsilon \sim N(0, \sigma^2 I_n)$

\item Fonction de densité de probabilité de
$\varepsilon_i$
\[
f(\varepsilon_i; \sigma^2)=\frac{1}{\sqrt{2\pi
\sigma^2}}e^{-\frac{1}{2\sigma^2}\varepsilon_i^2}
\]
\item Fonction de vraisemblance associée au vecteur
$\varepsilon$
\[
L(\varepsilon; \sigma^2)=(2\pi
\sigma^2)^{-n/2}e^{-\frac{1}{2\sigma^2} \sum_i 
\varepsilon_i^2}=(2\pi
\sigma^2)^{-n/2}e^{-\frac{1}{2\sigma^2}\varepsilon^\prim
e \varepsilon}
\]
\item Fonction de log-vraisemblance
$\ln(\varepsilon; \sigma^2)=-\frac{n}{2}\ln(2\pi
\sigma^2)-\frac{1}{2\sigma^2}\varepsilon^\prime
\varepsilon$

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Maximum de vraisemblance}
\begin{itemize}

\item Fonction de log-vraisemblance écrite pour le terme
d'erreur
\item[$\Rightarrow$] Besoin de l'écrire en termes de 
variables observées ($y$)
\item[$\Rightarrow$]Nécessité d'un changement de 
variable et donc du jacobien de la transformation
\item $\varepsilon_i=y_i-X_i\beta = g(y_i)$
\item Fonction de densité de proba de $y_i$
\begin{align*}
f(y_i;\beta,\; 
\sigma^2)&=f[g^{-1}(\varepsilon_i)].\left|\frac{\partial
\varepsilon_i}{\partial y_i}\right|\\
&=\frac{1}{\sqrt{2\pi
\sigma^2}}e^{-\frac{1}{2\sigma^2}(y_i-X_i\beta)^2}.1
\end{align*}
\item Jacobien de la transformation = $\left|\frac{\partial
\varepsilon_i}{\partial y_i}\right|$



\varepsilon_i}{\partial y_i}\right|$
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Max de vraisemblance}
Fonction de log-vraisemblance du vecteur $y$
\[
\ln L(y;\beta,\sigma^2)=-\frac{n}{2}\ln(2\pi
\sigma^2)-\frac{1}{2\sigma^2}(y-X\beta)^\prime (y-X\beta)
\]
\begin{itemize}

\item Vecteur de paramètres inconnus à estimer : $\theta
= [\beta^\prime, \; \sigma^2]^\prime$
\item Estimateur $\hat{\theta}$ obtenu en annulant les
CPO.
\item CPO : 
\begin{align*}
\frac{\partial \ln L(y;\beta,\sigma^2)}{\beta} &= 
-\frac{1}{2\sigma^2}(-2X^\prime y + 2X^\prime X\beta)\\
\frac{\partial \ln L(y;\beta,\sigma^2)}{\sigma^2} 
&=-\frac{n}{2\sigma^2}+\frac{1}{2\sigma^2}(y-X\beta)^\pri
me (y-X\beta)
\end{align*}

\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Max de vraisemblance}
\begin{itemize}

\item Estimateurs du maximum de vraisemblance
\begin{align*}
\hat{\beta}_{MV}&=(X^\prime X)^{-1}X^\prime y = 
\hat{\beta}_{MCO}\\
\hat{\sigma}^2_{MV}&=\frac{e^\prime e}{n} \neq
\frac{e^\prime e}{n-K}
\end{align*}
avec $e=y-X\hat{\beta}_{MV}$
\item Matrice d'information
\[
\frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial \theta \partial
\theta^\prime} = \left[\begin{array}{cc}

\frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial \beta \partial
\beta^\prime} & \frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial
\beta \partial \sigma^2} \\
\frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial \sigma^2 \partial
\beta^\prime} & \frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial
\sigma^2 \partial \sigma^2} 
\end{array}  \right]
\]

\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Max de vraisemblance}
Dérivées partielles secondes
\begin{align*}
\frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial \beta \partial
\beta^\prime} &= -\frac{1}{\sigma^2}X^\prime X\\
\frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial \beta \partial
\sigma^2} &= -\frac{1}{\sigma^4}X^\prime \varepsilon\\
\frac{\partial^2 \ln L(y;\theta)}{\partial \sigma^2 \partial
\sigma^2}&=\frac{n}{2\sigma^4}-\frac{1}{\sigma^6}\varepsilo
n^\prime \varepsilon
\end{align*}
Matrice d'information
\begin{align*}
I(\hat{\theta})&=-\mathbf{E}\left[ \frac{\partial \ln
L(y,\theta_0)}{\partial \theta \partial
\theta^\prime}\right]=\left[\begin{array}{cc}
\frac{1}{\sigma^2}X^\prime X & 0 \\
0& \frac{n}{2\sigma^4}
\end{array} \right] \\
\Rightarrow I(\hat{\theta})^{-1}&=\left[\begin{array}{cc}
\sigma^2(X^\prime X)^{-1}&0\\
0& \frac{2\sigma^4}{n}
\end{array}  \right]
\end{align*}

\end{frame}
\begin{frame}[allowframebreaks]

\frametitle{Hypothèses sur le modèle SAR }
Le modèle SAR est supposé satisfaire les hypothèses
suivantes (Lee, 2004)
\begin{itemize}



\item\textbf{Hypothèse 1} a) Les erreurs $\{\varepsilon_{i, 
n}: 1\leq i\leq n , n\geq 1\}$ sont iid. De plus, pour 
chaque taille d'échantillon $n$, ils sont conjointement
indépendamment distribués, avec
$\mathbf{E}(\varepsilon_{i,n})=0$ et 
$\mathbf{E}(\varepsilon_{i,n}^2)=\sigma^2_{\varepsilon,n}
$, où $0<\sigma^2_{\varepsilon,n}<b$ avec $b< \infty$. 
(b)  $\mathbf{E}(|\varepsilon_{i,n} |^{4+\eta})$ avec
$\eta>0$ existe. En d'autres termes, un moment 
supérieur à l'ordre 4 existe.
\item\textbf{Hypothèse 2} Les éléments de la matrice
$X_n$ sont des constantes uniformément bornées, 
$X_n$ est de rang plein et  $\lim_{n \rightarrow
\infty}(1/n(X'_nX_n))$ existe et est non singulière.
\item\textbf{Hypothèse 3} a) Les éléments diagonaux de 
$W_n$ sont nuls. b) La matrice $(I_n-\rho W_n)$ est non 
singulière .c) Les matrices $W_n$ et $(I_n-\rho W_n)$
évaluée à $\rho=\rho_0$ ont des sommes de lignes et de
colonnes uniformément bornées en valeur absolue. \\
\newpage
Supposons une matrice carrée $A_n$. La somme des
lignes et des colonnes d'une séquence de matrice
$A_n$ est uniformément bornée en valeur absolue s'il 
existe une constante $c < \infty$ ne dépendant pas de 
$n$ telle que
\[
\|A_n\|_{\infty}=\max_{1\leq i \leq
n}\sum_{j=1}^{n}|a_{ij,n}|< c, \quad \|A_n\|_1=\max_{1\leq
j \leq n}\sum_{i=1}^{n}|a_{ij,n}|< c, \; \forall n
\]
Cette condition est identique à la condition stipulant que
la séquence des normes de la somme des lignes d'une
matrice $\|A_n\|_{\infty}$ et des normes de la somme
des colonnes d'une matrice $\|A_N\|_1$ sont bornées
(Horn et Johnson, 1985).

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Discussion des hypothèses}  
\begin{itemize}

%       \item Tableaux triangulaires \\
%       
%       Hypothèse permet au terme d'erreur (et donc à la 
variable dépendante) de dépendre de la taille d'échantillon. 
C'est dû à la transformation inverse $(I_n-\rho_0W_n)^{-1}$ vu 
que les éléments de $W_n$ dépendent de la taille 
d'échantillon $n$. Ainsi, la première valeur de $y$ ne sera pas 
la même pour un échantillon de taille 10 ou 15. 
%       \[
%       \begin{array}{c|ccc}
%       n=1 & y_{11} &  & \\
%       n=2 & y_{12} & y_{22} & \\
%       n=3 & y_{13} & y_{23} & y_{33} \\
%       \hdots &   &  \hdots &
%       \end{array}
%       \]
%       avec  $y_{11} \neq y_{12} \neq y_{13}$, $y_{22} \neq 
y_{23}$ etc.

\item Hypothèse 1 :hypothèse standard sur le terme
d'erreur. Dans ce cours, on suppose en plus qu'il est 
normalement distribué. 
\item Hypothèse 2 : la nature non aléatoire de $X_n$ et 
le fait qu'ils soient uniformément bornés sont supposés
pour des raisons de simplicité. Elles peuvent être
relâchées. Si les éléments de $X_n$ sont aléatoires et 
non bornés, l'hypothèse 2 peut être remplacée par une
hypothèse sur les moments de $X_n$. 
\item Hypothèse 3 a) est une normalisation. Cela dit
seulement qu'une observation n'interagit pas avec
elle-même.
\item Hypothèse 3 b) garantit que le système possède
un équilibre (système stable), d'espérance $
(I_n-\rho_0W_n)^{-1}X_n\beta_0$ et de variance 
$\sigma^2_0(I_n-\rho_0W_n)^{-1}(I_n-\rho_0W_n^\prime)
^{-1}$
\item Hypothèse 3 c) vient de Kelejian et Prucha (1998, 
1999, 2001) et visent à limiter l'autocorrélation spatiale à 
un niveau gérable (qui n'explose pas). Cette hypothèse
joue un rôle important dans les propriétés asymptotiques
des estimateurs des modèles spatiaux (par exemple, la 
variance de $y_n$ est bornée lorsque $n \rightarrow
\infty$). 
\item En pratique, les matrices d'interactions, et 
particulièrement les matrices de pondération spatiales, 



particulièrement les matrices de pondération spatiales, 
sont souvent normalisées en ligne. 

\item Dans de nombreux cas, chaque unité spatiale est 
supposée avoir un nombre limité de voisins, peu importe
la taille de l'échantillon. Ainsi, la matrice d'interaction est 
\textbf{creuse} 
\item Dans d'autres cas, la matrice d'interactions est 
pleine (par exemple, fonction de la distance 
géographique). Cependant, les poids sont formulés de 
telle manière à ce qu'ils déclinent rapidement avec la 
distance. 

\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Estimation par MV du modèle SAR}
\begin{itemize}

\item Principe
\begin{itemize}

\item $y_n = \rho W_n y_n + X_n \beta + \varepsilon_n 
\quad \varepsilon_n \sim N(0, \sigma^2 I_n)$
\item Fonction de vraisemblance fondée sur la normalité
jointe des $\varepsilon_n$

\end{itemize}
\item Jacobien
\begin{itemize}

\item Relation fonctionnelle entre $y_n$ observé et 
$\varepsilon_n$ non observé : 
\[
\varepsilon_n = (I_n -\rho W_n)y_n -X_n \beta = f(y_n)
\]
\item Déterminant du Jacobien de la transformation : 
\[
\left|\frac{\partial \varepsilon_n}{\partial
y_n^\prime}\right|= \left|I_n-\rho W_n\right|
\]
\item Déterminant d'une matrice $n \times n$ incluant le 
paramètre $\rho$ à évaluer. 

%       \item[$\Rightarrow$] Problèmes numériques potentiels
\item[$\Rightarrow$] Nécessité de garantir l'existence du 
Jacobien. $\Rightarrow$ Imposition de restrictions sur
l'espace du paramètre $\rho$

l'espace du paramètre $\rho$
\item Modèle classique : $\varepsilon_n = y_n - X_n\beta
\;\rightarrow \left|\frac{\partial \varepsilon_n}{\partial
y_n^\prime}\right|= |I_n|=1$

\end{itemize}
\end{itemize}

\end{frame}
\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Fonction de log-vraisemblance du modèle SAR}
\begin{itemize}

\item Ecriture de la fonction de log-vraisemblance pour le 
modèle SAR
\begin{multline*}

\ln L(\beta^\prime,\,\rho,\,\sigma^{2})  = 
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma^{2})+\alert{\ln |I-\rho
W|}  \\
-\frac{1}{2\sigma_{\epsilon}^{2}}\left[(I-\rho

W)y-X\beta\right
]^\prime\left[(I-\rho
W)y-X\beta\right] 
\end{multline*}

%\item Nécessité de garantir que le Jacobien de la 
transformation soit >0.
%\item[$\Rightarrow$] Imposition de contraintes sur l'espace 
des paramètres 
\item \textbf{Hypothèse 4} La séquence $(I_n - \rho
W_n)^{-1}$ est uniformément bornée en somme des lignes ou 
colonnes, uniformément sur $\rho$, dans un espace de 
paramètre \textbf{compact} $\Phi$. la vraie valeur $\rho_0$ se 
trouve à l'intérieur de $\Phi$.
\item[]Cette hypothèse 4 garantit l'existence du log du
jacobien en réduisant l'espace des valeurs que peut prendre
le paramètre $\rho$

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Discussion de l'espace des paramètres}



\begin{itemize}
\item \textbf{Hypothèse 4} stipule que $(I_n - \rho W_n)$
doit être inversible\\
$\longleftrightarrow$ $\det(I_n - \rho W_n)= 
\prod_{i=1}^n(1-\rho \omega_i) \neq 0$
\item $\omega_i, \; i = 1,\cdots,n$ sont les valeurs propres
de $W_n$
\item Si toutes les valeurs propres sont réelles (matrice
$W_n$ symétrique) et soient $\omega_{\min}$ et 
$\omega_{\max}$ les valeurs propres min et max 
($\omega_{\min}<0$ et $\omega_{\max}>0$), alors $(I_n - 
\rho W_n)$ inversible si
\[
\frac{1}{\omega_{\min}}<\rho <\frac{1}{\omega_{\max}}
\]
\item[$\Rightarrow$] Nécessité de normaliser la matrice
d'interactions pour rendre les paramètres spatiaux de 
différents modèles comparables car appartenant au même
espace des paramètres

%       \item Faciliter l'optimisation numérique car les bornes 
de l'espace des paramètres restent les mêmes

\item Supposons $W_n$ symétrique
\begin{itemize}

\item Normaliser en ligne implique $\omega_{\max}=1$
$\Rightarrow \vert \rho \vert < 1$

%       \frac{1}{\omega_{\min}}<\rho <1$ $(\omega_{\min}>-1)$\\
%       Espace du paramètre non symétrique.
%       \item Problème : normalisation non neutre 
(Changement du contenu informationnel de la matrice 
d'interactions - Distances absolues vs distances relatives)
%       \item[$\Rightarrow$] Nécessité d'utiliser d'autres 
normalisations matricielles

\end{itemize}
\end{itemize}

\end{frame}

%\begin{frame}[allowframebreaks]
%\frametitle{Normalisations matricielles}
%Kelejian et Prucha (2010) (KP) distinguent 2 cas : 
%\begin{enumerate}
%   \item \textbf{Théorème 1} : valable pour des petits 
échantillons où les valeurs propres sont calculables)

échantillons où les valeurs propres sont calculables)
%   Posons $\tau$ le rayon spectral de $W_n$, càd $\tau = 
\max \{|\nu_1|,\cdots,|\nu_n|\}$, où $|\nu_i|$ est le module de 
la i$^{\textrm{ème}}$ valeur propre de $W_n$. Alors, $(I_n - 
\rho W_n)$ est inversible pour toutes les valeurs de $\rho \in 
\left(-\frac{1}{\tau}, \frac{1}{\tau} \right)$
%   \item \textbf{Théorème 2} : valable si les valeurs propres 
ne sont pas calculables précisément (grands échantillons)\\
%   Supposons $r=\max_i \sum_j w_{ij}$ et $c=\max_j \sum_i 
w_{ij}$ et posons $\tau^{*}=\min(r,c)$.\\
%       Alors, $\tau <\tau^{*}$ et $(I_n - \rho W_n)$ est 
inversible pour toutes les valeurs de $\rho \in 
\left(-\frac{1}{\tau^{*}}, \frac{1}{\tau^{*}} \right)$
%\end{enumerate}
%\begin{itemize}
%\item[]
%   \item L'espace $\left(-\frac{1}{\tau^{*}}, \frac{1}{\tau^{*}} 
\right)$ est plus petit que $\left(-\frac{1}{\tau}, \frac{1}{\tau} 
\right)$
%   \item Le théorème 2 peut être utilisé même pour des 
petits échantillons. 
%   \item si $|\rho| < \frac{1}{\tau}$ ou $\frac{1}{\tau^*}$, alors 
on peut calculer l'expansion géométrique de $(I_n - \rho 
W_n)^{-1}$ comme 
%   \[
%   (I_n - \rho W_n)^{-1}=I_n + \rho W_n + \rho^2 W_n^2 + 
\cdots = \sum_{p=0}^\infty{\rho^p W_n^p}
%   \]
%   \item Grâce aux théorèmes de KP, on peut normaliser la 
matrice d'interactions sans en changer son contenu 
informationnel (on divise tous les éléments par une même 
valeur, à savoir la norme, $\tau$ ou $\tau^*$).
%   \item Supposons une matrice d'interactions $W_n$ (pas 
nécessairement symétrique). Considérons sa norme $\tau$. 
On sait que $(I_n - \rho W_n)$ sera inversible si $|\rho| < 
\frac{1}{\tau}$
%   \item Posons maintenant $\rho^* = \rho \tau$ et $W_n^* 
= W_n/\tau$. Les valeurs propres de $W_n^*$ seront toutes 
divisées par $\tau$ et l'espace du paramètre $\rho^*$ sera 
(-1,1).
%   \item Par ailleurs, $(I_n - \rho W_n) = (I_n - \rho^* W_n^* 
)$. $\Rightarrow$ la normalisation matricielle n'affecte pas le 
modèle.



%   \item On estime juste $\rho^{*}$ au lieu de $\rho$, mais 
on peut retrouver facilement $\hat{\rho} = \hat{\rho}^*/\tau$  
%   \item De plus, on obtient l'égalité suivante : 
%\begin{align*}
%(I_n - \rho W_n)^{-1}&=I_n + \rho W_n + \rho^2 W_n^2 + 
\cdots = \sum_{p=0}^\infty{\rho^p W_n^p}\\
%=(I_n - \rho^* W_n^*)^{-1}&=I_n + \rho^* W_n^* + \rho^{2*} 
W_n^{2*} + \cdots = \sum_{p=0}^\infty{\rho^{p*} W_n^{p*}}
%\end{align*}
%\[
%=I_n + \rho \tau W_n/\tau + (\rho \tau)^2 (W_n \tau)^2 + 
\cdots = \sum_{p=0}^\infty{(\rho \tau)^{p}(W_n/\tau)^p} = 
\sum_{p=0}^\infty{\rho^p W_n^p}
%\]
%Ainsi, cette normalisation ne change rien ni à l'estimation du 
modèle, ni à son interprétation (voir matrice d'impacts).
%   
%   
%\end{itemize}
%\end{frame}
%\begin{frame}[allowframebreaks]
%\frametitle{Cas particulier}   
%\begin{itemize}
%   \item Considérons la normalisation par $\tau$ d'une 
matrice symétrique $W_n$. Ses valeurs propres sont réelles et 
$\omega_{\min}$ et $\omega_{\max}$ sont les valeurs propres 
min et max ($\omega_{\min}<0$ et $\omega_{\max}>0$). On a 
$\rho \in \left(\frac{1}{\omega_{\min}},\frac{1}{\omega_{\max}} 
\right)$.
%   \item Considérons $\rho^* = \rho \tau$ et $W_n^* = 
W_n/\tau$. Les valeurs propres de la matrice normalisée 
$W_n^*$ sont $\omega_i^* = \omega_i/\tau$ $i=1,\cdots,n$ 
et la matrice $(I_n - \rho^* W_n^*)$ est inversible pour toutes 
les valeurs de $\rho^* \in 
\left(\frac{1}{\omega_{\min}^*},\frac{1}{\omega_{\max}^*} 
\right)=\left(\frac{\tau}{\omega_{\min}},\frac{\tau}{\omega_{\max
}} \right)$
%   \item Supposons $|\omega_{\max}| >|\omega_{\min}|$. 
Alors, l'espace du paramètre $\rho$ devient 
$\left(\frac{|\omega_{\max}|}{\omega_{\min}},1 \right)$
%   \item Alternativement, supposons $|\omega_{\min}| 
>|\omega_{\max}|$. Alors, $\tau=|\omega_{\min}|$ et l'espace 
du paramètre $\rho$ devient $\left(-1, 
\frac{|\omega_{\min}|}{\omega_{\max}} \right)$ 

\frac{|\omega_{\min}|}{\omega_{\max}} \right)$ 
%   \item Ces 2 intervalles sont moins restrictifs que (-1,1) 
%   
%\end{itemize}
%
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Cas Particulier 2}
%\begin{itemize}
%   \item Considérons une matrice d'interactions $W_n$ et 
$W_n^*$ est la normalisation en ligne de cette matrice
%   \item 2 propriétés
%   \begin{enumerate}
%       \item Valeur propre max de $W_n^*=1$
%       \item $r=\max_i \sum_j w_{ij}=1$
%   \end{enumerate}
%   \item[$\Rightarrow$] Peu importe le théorème de KP 
considéré, $\tau = \tau^* = 1$ (calculé sur $W_n^*$)
%   \item Ainsi, $(I_n - \rho^* W_n^*)$ est inversible quand 
$\rho \in (-1,1)$.
%   \item Attention, $(I_n - \rho^* W_n^*) \neq (I_n - \rho 
W_n)$ car $W_n$ et $W_n^*$ ne sont pas identiques à un 
facteur près (la norme).
%   \item Raison pour laquelle la standardisation en ligne est 
source de mauvaise spécification.
%\end{itemize}  
%
%\end{frame}

\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Estimation par MV}

\begin{itemize}
%   \item   Supposons que la matrice d'interactions utilisée 
$W_n$ est normalisée (th. 1 ou 2 de KP)

\item Supposons que la matrice d'interactions utilisée
$W_n$ est normalisée en ligne
\item[$\Rightarrow$] On estime $y_n = \rho W_n y_n + X_n 
\beta + \varepsilon_n \quad \varepsilon_n \sim N(0, 
\sigma^2 I_n)$ et $\Phi = (-1,1)$
\item Attention, l'hypothèse 4 spécifie que l'espace du 
paramètre $\rho$ doit être compact. $\Rightarrow$ On 
utilise $[-0.99,0.99]$.



utilise $[-0.99,0.99]$.
\item Pas de contrainte sur l'espace des paramètres de 
$\beta$ et $\sigma^2$
\item Maximisation de la fonction de log-vraisemblance par 
rapport à $\rho$, $\beta$ et $\sigma^2$

\begin{multline*}
\ln L(\beta^\prime,\,\rho,\,\sigma^{2})  = 
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma^{2})+{\ln |I-\rho
W|}  \\
-\frac{1}{2\sigma_{\epsilon}^{2}}\left[(I-\rho
W)y-X\beta\right
]^\prime\left[(I-\rho
W)y-X\beta\right] 
\end{multline*}

\item Les conditions de premier ordre sont : 
\begin{align*}

\frac{\partial \ln L}{\partial \beta ^{\prime }} &=X^{\prime
}_n(I_{n}-\rho
W_n)y_n-X_n^{\prime }X_n\beta \\
\frac{\partial \ln L}{\partial \sigma^{2} } &=-\frac{n}{\sigma^{2}%
}+\frac{1}{\sigma^{4}}[(I_{n}-\rho W_n)y_n-X_n\beta ]^{\prime
}[(I_{n}-\rho W_n)y_n-X_n\beta ] \\
\frac{\partial \ln L}{\partial \rho } &=-\tr[W_n(I_{n}-\rho
W_n)^{-1}]+\frac{1}{%

\sigma^{2}}[(I_{n}-\rho W_n)y_n-X_n\beta ]^{\prime }W_n 
y_n 

\end{align*}
\item Pour obtenir la dérivée du Jacobien par rapport à 
$\rho$, on utilise le résultat suivant : 
\begin{align*}
\frac{\partial \ln|I_n-\rho W_n|}{\partial \rho }&=\tr (I_n-\rho
W_n)^{-1} \frac{\partial (I_n-\rho W_n)}{\partial \rho}\\
&=\tr (I_n-\rho W_n)^{-1} (-W_n)  \\
&=-\tr[W_n(I_n-\rho W_n)^{-1}] 
\end{align*}
\item La présence du Jacobien peut compliquer le calcul de 
l'estimateur du maximum de vraisemblance car il faut l'évaluer
pour chaque valeur de $\rho$ utilisée dans l'optimisation. 
Cependant, Ord (1975) suggère d'utiliser le lien existant avec
les valeurs propres pour calculer ce terme: 
\begin{equation*}
|I_n-\rho W_n|=\prod_{i=1}^{n}(1-\rho
\omega_{i})\quad\Longrightarrow\quad \ln |I_n-\rho

W_n|=\sum_{i=1}^{n}\ln (1-\rho \omega_{i})
\end{equation*}
\item Cette expression simplifie considérablement les calculs
puisque les valeurs propres ne doivent être calculées qu'une
seule fois. 
\item En solutionnant les CPO pour $\beta$ et $\sigma$, on 
remarque qu'on peut les exprimer comme une fonction de 
$\rho$. Ainsi, pour une valeur donnée de $\rho$, on obtient

\scriptsize{
\begin{align*}
\hat{\beta}_{MV}(\rho) & = (X^\prime_n X_n)^{-1}
X^\prime_n(I_n-\rho W_n)y_n\\
\hat{\sigma}^{2}_{MV}(\rho)& =  \frac{1}{n} \left[(I_n-\rho
W_n)y_n-X_n\hat{\beta}_{MV}(\rho)\right]^\prime\left[(I_n-\rho
W_n)y_n-X_n\hat{\beta}_{MV}(\rho)\right]  \label{34}
\end{align*}}
\normalsize
\item Notons également que
\begin{equation}
\hat{\beta}_{MV}(\rho) =
\hat{\beta}_{O}-\rho \hat{\beta}_{L}
\label{beta}
\end{equation}
avec $\hat{\beta}_{O} =
(X_n^\prime X_n)^{-1} X^\prime_n y_n$ et
$\hat{\beta}_{L} =
(X_n^\prime X_n)^{-1} X_n^\prime W_ny_n$. 
En définissant $\hat{e}_{O} = y_n- X_n\hat{\beta}_{O}$ et
$\hat{e}_{L} = W_ny_n- X_n\hat{\beta}_{L}$, on observe que
\begin{equation}
\hat{\sigma}^{2}_{MV}(\rho) =
\left[\frac{(\hat{e}_{O}-\rho \hat{e}_{L})^\prime(\hat{e}_{O}-\rho
\hat{e}_{L})}{n}\right]  \label{sig}
\end{equation}
\item En substituant (\ref{beta}) et (\ref{sig}) dans la fonction
de vraisemblance (reproduite ci-dessous)
\begin{multline*}
\ln L(\beta^\prime,\,\rho,\,\sigma^{2})  = 
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma^{2})+{\ln |I-\rho W|}  \\
-\frac{1}{2\sigma_{\epsilon}^{2}}\left[(I-\rho

W)y-X\beta\right
]^\prime\left[(I-\rho
W)y-X\beta\right] 



\end{multline*}
on obtient une fonction de log-vraisemblance concentrée, qui
ne dépend non-linéairement que d'un seul paramètre $\rho$
: 
\begin{multline*}
\ln L(\rho)  =
-\frac{N}{2}\left[\ln (2\pi)+1\right]+\sum_{i=1}^{N}\ln (1-\rho
\omega_{i}) \\-\frac{n}{2}\ln \left[\frac{(\hat{e}_{O}-\rho
\hat{e}_{L})^\prime(\hat{e}_{O}-\rho \hat{e}_{L})}{N}\right]
\end{multline*}
\item où $\hat{e}_{O}$ et $\hat{e}_{L}$ sont les résidus estimés
d'une régression de $y_n$ sur $X_n$ et de $W_ny_n$ sur
$X_n$. 
\item La valeur estimée de $\hat{\rho}$ est obtenue par une
optimisation numérique de la fonction de log-vraisemblance
concentrée. 
\item La procédure d'estimation se déroule donc comme suit : 
\scriptsize
\begin{enumerate}

\item Régression MCO de $y_n$ sur $X_n$ qui donne
$\hat\beta_O$ et de $W_ny_n$ sur $X_n$ qui donne
$\hat\beta_L$
\item Calcul des résidus estimés $\hat{e}_{O}$ et 
$\hat{e}_{L}$.
\item Etant donné ces résidus, maximisation (grâce à une
optimisation numérique) de la log-vraisemblance
concentrée pour obtenir une valeur estimée de  
$\hat\rho_{ML}$
\item Étant donné $\hat\rho_{ML}$, on peut calculer
$\hat\beta_{ML}=\hat\beta_O-\hat\rho\hat\beta_L$ et 
$\hat{\sigma}^{2}_{ML} =\left[(1/N)(\hat{e}_{O}-\hat\rho
\hat{e}_{L})^\prime(\hat{e}_{O}-\hat\rho\hat{e}_{L})\right]$

\end{enumerate}
\end{itemize}
\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimation par MV VII}
\begin{itemize}

\item Sous les hypothèses de régularité décrites par exemple
dans Lee (2004), on peut montrer que l'estimateur du 
maximum de vraisemblance a les bonnes propriétés
asymptotiques : convergence, normalité et efficience
asymptotique.

\item La matrice de variance-covariance est obtenue en 
prenant l'inverse de la matrice d'information. En définissant
$G_n = W_N (I_n - \rho_0W_n)^{-1}$ on écrit la matrice de 
Var-Cov asymptotique comme suit : 
\footnotesize{
AsyVar$[\beta^{\prime },\rho ,\sigma ^{2}] =n$
\begin{center}
$\left[
\begin{array}{ccc}
\frac{1}{\sigma_0^{2}}X_n^{\prime}X_n &
\frac{1}{\sigma_0^{2}}X_n^{\prime }(G_nX_n\beta_0) & 0 \\
\frac{1}{\sigma_0^{2}} (G_nX\beta_0)^{\prime }X_n &
tr\left[(G_n+ G_n^\prime) G_n\right] +\frac{1}{\sigma ^{2}}(
G_n X\beta) ^{\prime } (G_nX\beta) &
\frac{1}{\sigma ^{2}}tr (G_n) \\
0 & \frac{1}{\sigma ^{2}}tr (G_n) & \frac{n}{2\sigma
^{4}}\end{array}\right]^{-1}$
\end{center}
}
\normalsize

\item Cette matrice n'est pas bloc-diagonale. La précision
de $\rho$ affecte la précision des autres estimateurs
\item $\rho$ n'est pas un paramètre de nuisance 

\end{itemize}

\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Mesures du pouvoir explicatif du modèle}
\begin{itemize}

\item Le $R^2$ n'est pas approprié
\begin{itemize}

\item Fondé sur la somme des carrés des erreurs non 
pondérée
\item Il ne compense pas la perte d'information due à 
la dépendance

\end{itemize}
\item Critères d'information
\begin{itemize}

\item Maximiser la log-vraisemblance tant que la variable 
dépendante est la même
\item Critère d'information de Akaike (AIC)
\begin{itemize}

\item Tient compte du nombre de variables explicatives



\item $AIC = -2L + 2k$; min AIC est le meilleur modèle : 
préférence pour la parcimonie.

\end{itemize}
\end{itemize}

\end{itemize}
\end{frame}
%\begin{frame}[allowframebreaks]
%\frametitle{Estimation du modèle SAR par 2SLS}
%\begin{itemize}
%   \item Méthode alternative au MV pour estimer le modèle 
SAR
%   \item Forme réduite du SAR : 
%   \begin{align*}
%y_n &= (I_n - \rho_0 W_n)^{-1}X_n \beta_0 + (I_n - \rho_0 
W_n)^{-1}\varepsilon_n\\
%W_ny_n &= W_n(I_n - \rho_0 W_n)^{-1}(X_n \beta_0 + 
\varepsilon_n)
%\end{align*}
%\item $X_n$ est supposé exogène
%   \item[$\Rightarrow$] On peut utiliser les décalage spatiaux 
de $X_n$ pour instrumenter $W_ny_n$
%   \item Pas besoin d'instruments externes! Il existe des 
instruments internes
%   \item Méthode proposée par Kelejian et Prucha (1998) : 
GS2SLS
%   \item Plus simple à implémenter que l'estimateur du MV
%   \item Réécriture du modèle SAR comme suit : 
%   $y_n=Z_n\gamma + \varepsilon_n$, avec $Z_n = 
[X_n,\;W_ny_n]$ et $\gamma =[\beta^\prime, \; \rho]^\prime$
%       \item Supposons la matrice d'instruments $H_n$ 
composée des colonnes indédendantes de $(X_n,\; W_nX_n,\; 
W^2_nX_n,\; W^3_nX_n,\;\cdots)$
%   \item Colonnes indépendantes car si $W_n$ est 
standardisée en ligne ($w_{ij}=\frac{w_{ij}^*}{\sum_j w_{ij}^*}$) 
et que $X_n$ contient une constante ($\iota_n$), alors 
$W_n\iota_n=\iota_n$, $W^2_n\iota_n=\iota_n$ car si $W_n$ 
est standardisée en ligne, $W^2_n$, $W^3_n, \cdots$ le sont 
aussi 
%   \item On instrumente $W_ny_n$ avec la matrice 
d'instruments $H_n$
%   \end{itemize}
%   \end{frame}
%   \begin{frame}

%   \frametitle{Estimateur des 2SLS}
%   \begin{itemize}
%\item Estimateur des 2SLS
%   \item[] $\hat{\gamma} = (\hat{Z_n}^\prime 
\hat{Z_n})^{-1}\hat{Z_n}^\prime y_n$
%   \item avec $\hat{Z_n} = P_HZ_n=(X_n,\hat{W_ny_n})$, où 
$\hat{W_ny_n}=P_H W_ny_n$ et 
$P_H=H_n(H_n'H_n)^{-1}H_n'$, la matrice de projection. 
%   \item Equivalent :  $\hat{\gamma} =(\hat{Z_n}^\prime 
Z_n)^{-1}\hat{Z_n}^\prime y_n$ car $P_H$ symétrique et 
idempotente
%   \item Pour l'inférence, sous l'hypothèse de variance des 
erreurs sphérique : 
%   \item[] $V(\hat{\gamma}) =\hat{\sigma}^2_\epsilon 
(\hat{Z_n}^\prime \hat{Z_n})^{-1} $
%   \item[] avec $\hat{\sigma}^2 = \frac{\hat{\varepsilon_n}' 
\hat{\varepsilon_n}}{n-K}$
%   \item[]<2-> où $\hat{\varepsilon} = y_n- Z_n\hat{\gamma}$ 
et non $\hat{\varepsilon}_n = y_n- \hat{Z_n}\hat{\gamma}$
%   \item<3-> Généralement, $H=[X,\; WX,\; W^2X]_{LI}$
%   \item<3-> Fonction sous matlab : $sar\_gmm$
%   \item<4-> Lee (2003) a montré que le meilleur estimateur 
2SLS utilisait comme instruments $H=[X, W(I-\rho 
W)^{-1}X\beta]$
%\end{itemize}  
%
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimation par GMM }
%\begin{itemize}
%   \item Rappel Méthode des Moments (MM) : un ensemble 
de moments de la population égale 0
%   
%       \item Principe de la MM : Choisir des valeurs de 
paramètres telles que les moments en échantillon fini soient 
aussi égaux à 0 
%   \begin{itemize}
%       \item Modèle linéaire standard : $y=X\beta + \epsilon, 
\quad E(\epsilon)=0,\; V(\epsilon)=\sigma^2I$
%       \item[] Conditions de moments  (linéaires) : 
$E(X'\epsilon)=0$ \\Equivalent en échantillon de taille finie : \\ 
$\frac{1}{n}\sum_{i=1}^n(x_i\epsilon_i(\beta))=0 \; \Rightarrow 
\frac{1}{n}X'(y-X\beta))=0 $\\ 
$\Rightarrow\hat{\beta}=(X'X)^{-1}X'y$



$\Rightarrow\hat{\beta}=(X'X)^{-1}X'y$
%   \end{itemize}
%   \item S'il y a autant de conditions que de paramètres à 
estimer : modèle identifié (solution unique)
%   \item S'il y a plus de conditions que de paramètres à 
estimer : modèle suridentifié : C'est la méthode des GMM
%\end{itemize}
%   
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{Méthode des GMM}
%\begin{itemize}
%   \item[]Notons $g(\beta)$ le vecteur des conditions de 
moments pour la population : $g=[E(X'\epsilon)]$.
%   \item[] Les GMM consistent à minimiser la fonction 
suivante : 
%   \begin{equation*}
%   \min_{\beta}g(\beta)'Qg(\beta)
%   \end{equation*}
%   \item[] Idée : minimiser la distance par rapport à 0 de 
cette fonction (comme plus d'équations que de paramètres, 
impossibilité d'avoir la fonction $g(\beta) = 0$).
%   \item[] La matrice $Q$ est une matrice de pondération qui 
donnera plus ou moins de poids aux conditions de moments 
suivant leur précision. 
%   \item[] L'estimateur GMM optimal est celui à variance 
minimale pour un ensemble de conditions de moments 
données.
%\end{itemize}
%   
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimateur optimal}
%\begin{equation*}
%Q = E(g(\beta)g(\beta)')^{-1}
%\end{equation*}
%$Q$ est l'inverse de la matrice de variance-covariance des 
conditions de moments.
%\begin{itemize}
%   \item La fonction à minimiser devient 
%   \begin{equation*}
%   \min_{\beta}g(\beta)'E(g(\beta)g(\beta)')^{-1}g(\beta)
%   \end{equation*}

%\end{itemize}
%Le meilleur estimateur (best) est celui qui considère les 
conditions de moments qui minimisent sa variance. 
$\Rightarrow \; g_{best}(\beta)$    \\
%
%On minimise la fonction suivante : 
%\begin{equation*}
%\min_{\beta}g_{best}(\beta)'E(g_{best}(\beta)g_{best}(\beta)')
^{-1}g_{best}(\beta)
%\end{equation*}
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimation du modèle SAR par GMM}
%\begin{itemize}
%   \item Kelejian et Prucha (1998) ont dérivé l'estimation du 
modèle SAR par 2SLS.
%   \item Cependant, dans certains cas, l'estimateur 2SLS 
n'est pas applicable (pur SAR sans variables explicatives car il 
n'y a pas d'instruments disponibles)
%   \item De plus, l'estimateur par 2SLS (même le meilleur, 
proposé par Lee (2003)) n'est pas aussi efficace que 
l'estimateur du MV (sous hypothèse de normalité)
%   \item Lee (2007) développe un estimateur GMM qui est 
centré et aussi efficace que celui du MV.
%   \item Permet la présence de variables explicatives 
endogènes
%   \item L'idée est d'utiliser plus d'information que dans 2SLS
%\end{itemize}
%   
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimation par GMM du SAR}
%\begin{itemize}
%   \item Forme réduite du SAR
%   \begin{align*}
%y_n &= (I_n - \rho_0 W_n)^{-1}X_n \beta_0 + (I_n - \rho_0 
W_n)^{-1}\varepsilon_n\\
%W_ny_n &= W_n(I_n - \rho_0 W_n)^{-1}(X_n \beta_0 + 
\varepsilon_n)
%\end{align*}
%   \item Approche par 2SLS ne considère que l'information 
dans la partie déterministe du modèle $W_n(I_n-\rho 
W_n)^{-1}X_n\beta$ \alert{(Multiplicateur spatial)} mais ne 



W_n)^{-1}X_n\beta$ \alert{(Multiplicateur spatial)} mais ne 
considère pas l'info dans la partie stochastique du modèle 
$W_n(I_n-\rho W_n)^{-1}\varepsilon_n$ \alert{(Diffusion d'un 
choc aléatoire)}.
%   \item Approche GMM de Lee (2007) solutionne cette 
imperfection en introduisant des moments quadratiques dans 
l'ensemble des conditions de moments pour prendre en 
compte cette information. 
%   \item2SLS peut être vu comme un estimateur GMM avec 
uniquement des moments linéaires
%\end{itemize}
%   
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimateur GMM du SAR}
%
%\begin{itemize}
%   \item Forme réduite du SAR
%   \begin{align*}
%   y_n &= (I_n - \rho_0 W_n)^{-1}X_n \beta_0 + (I_n - \rho_0 
W_n)^{-1}\varepsilon_n\\
%W_ny_n &= W_n(I_n - \rho_0 W_n)^{-1}(X_n \beta_0 + 
\varepsilon_n)\\
%   E((W_ny_n)'\varepsilon_n)&=\sigma^2 tr(W_n(I_n-\rho 
W_n)^{-1}) \neq 0
%   \end{align*}
%   \item Deux types de conditions de moments :
%   \begin{itemize}
%       \item Linéaires : $H_n'\varepsilon_n$
%       \item Quadratiques : $\varepsilon_n'P_i\varepsilon_n, 
\quad i=1,\cdots, m$
%   \end{itemize}
%   \end{itemize}
%\end{frame}
%\begin{frame}
%\frametitle{Conditions de moments}
%\begin{enumerate}
%   \item Linéaires : Matrice $H_n$ de dimension ($n \times 
k_x$) d'instruments pour $W_ny_n$ basés sur $X_n$ et sur 
$W_n$.\\ Typiquement $H_n = [X_n, W_nX_n, 
W^2_nX_n]_{LI}$
%   \item[] De plus, $\varepsilon(\theta) = (I_n-\rho 
W_n)y_n-X_n\beta$, avec $\theta = (\rho,\beta')'$, le vecteur 

W_n)y_n-X_n\beta$, avec $\theta = (\rho,\beta')'$, le vecteur 
des paramètres à estimer. 
%   \item[] Les conditions d'orthogonalité linéaires sont 
$H_n'\varepsilon_n$
%   \item Quadratiques : Supposons $\mathcal{P}_1$, la classe 
des matrices de trace nulle et une sous-classe $\mathcal{P}_2$ 
contenant des matrices avec des éléments diagonaux nuls. En 
sélectionnant des matrices $P_1, \cdots, P_m \in 
\mathcal{P}_1$ ou $P_1, \cdots, P_m \in \mathcal{P}_2$, on 
peut utiliser les moments $(P_j\varepsilon)'\varepsilon$ 
comme moments quadratiques additionnels aux moments 
linéaires.
%   \end{enumerate}
%   Objectif des moments quadratiques : prendre en compte 
l'info contenue dans les erreurs de la forme réduite.
%   \end{frame}
%   \begin{frame}[allowframebreaks]
%   \frametitle{Conditions de moments quadratiques}
%   \begin{itemize}
%       \item Si les erreurs sont homoscédastiques, matrices 
$P_j$ appartiennent à $\mathcal{P}_1$ ou $\mathcal{P}_2$  
%       \item Si les erreurs sont hétéroscédastiques, matrices 
$P_j$ appartiennent à $\mathcal{P}_2$ 
%   \end{itemize}
%   Considérons une seule matrice $P$\\
%La forme quadratique $\varepsilon_n'P\varepsilon_n$ peut 
servir de condition de moment si   
$E(\varepsilon_n'P\varepsilon_n)=0$.
%    \begin{itemize}
%        \item Si les erreurs sont homoscédastiques, il suffit que 
la trace de $P$ soit nulle pour que 
$E(\varepsilon_n'P\varepsilon_n)=0$ 
:$E(\varepsilon_n'P\varepsilon_n)= \sigma^2 tr(P)$
%       \item Si les erreurs sont hétéroscédastiques, il faut en 
plus que les éléments diagonaux de $P$ soient nuls  pour que 
$E(\epsilon'P\epsilon)=0$. En effet, 
$E(\varepsilon_n'P\varepsilon_n)= tr(\Sigma P)$ où $\Sigma$ 
est une matrice diagonale avec comme éléments diagonaux 
$\sigma^2_i$. Pour annuler l'espérance, il est indispensable 
que les éléments diagonaux de $P$ soient nuls. 
%    \end{itemize}
%       
%   \end{frame}



%   \begin{frame}
%   \frametitle{Moments quadratiques}
%   Considérons $P \in \mathcal{P}_2$ 
%   \begin{itemize}
%       \item Le $i^{\textrm{ème}}$ élément de 
$P\varepsilon_n$ est $\sum_{j}^n p_{ij}\varepsilon_j$ où 
$p_{ij}$ est le ($i,j$)élément de $P$ et $\varepsilon_j$ est la  
$j^{\textrm{ème}}$ composante de  $\varepsilon_n$. Comme 
$p_{ii}=0$, cette expression ne contient pas  $\varepsilon_i$ 
dans la combinaison linéaire. $\Rightarrow $ Pas de corrélation 
entre $(P\varepsilon)_i$ et $\varepsilon_i$. \\
%   \item[$\Rightarrow$]<2->Première condition pour un 
instrument satisfaite
%   \item<3->Pour utiliser $P\varepsilon_n$ comme 
instrument pour $W_ny_n$, $P\epsilon$ doit être corrélé avec 
$ W_n(I_n-\rho W_n)^{-1}\varepsilon_n$ 
%       
%   \end{itemize}
%   \end{frame}
%   \begin{frame}
%   \frametitle{Conditions de moments et estimateur}
%   Les conditions de moments sont regroupées dans la 
vecteur $g_n$ : 
%   \footnotesize
%   \begin{equation*}
%   g_n(\theta)=(P_1 \varepsilon(\theta), \cdots, 
P_m\varepsilon(\theta), H_n)'\varepsilon(\theta) 
=(\varepsilon'(\theta)P_1 \varepsilon(\theta), \cdots, 
\varepsilon'(\theta)P_m \varepsilon(\theta), 
H'_n\varepsilon(\theta)).
%   \end{equation*}
%   \normalsize
%   On obtient les estimateurs en minimisant la fonction 
suivante : 
%   \begin{equation*}
%   \min_\theta g_n'(\theta)a'a g_n(\theta). 
%   \end{equation*}
%   L'estimateur $\hat{\theta}$ est convergent et 
normalement distribué\\
%   $\sqrt{n}(\hat{\theta}-\theta)\sim N(0,\Sigma)$ avec \\
%   \includegraphics[scale=0.6]{sigma_gmm}
%       
%   \end{frame}

%   \begin{frame}
%   \frametitle{Estimateur}
%   
%   Et $D$, l'espérance de matrice des dérivées premières de 
$g_n$ par rapport à $\theta$ évaluée à la vraie valeur des 
paramètres \\
%\scriptsize
%
%\[D=
%\left(\begin{array}{cccc}
%   \sigma^2_0 tr(P^s_1 G_n) & \cdots & \sigma^2_0 
tr(P^s_m G_n) &  (G_n X_n\beta_0)'H\\
%   0 & \cdots & 0 & X'_nH_n
%\end{array}  \right)'
%\]\normalsize
%Avec $G_n = W_n (I_n -\rho_0 W_n)^{-1}$. \\
%   En posant $1/n \Omega = E(g_n g_n')$, et en remplaçant 
la matrice $a'a$ par $\left(1/n \Omega\right)^{-1}$, on obtient 
l'estimateur GMM optimal : \\
%   $\sqrt{n}(\hat{\theta}-\theta)\sim N\left(0, 
\left(\lim_{n\rightarrow 
\infty}(1/n)D'\Omega^{-1}D\right)^{-1}\right)$
%   
%       \begin{itemize}
%       \item Pour l'estimation par GMM, pas besoin de 
l'hypothèse 4. En effet, absence de jacobien de la 
transformation $\Rightarrow$ pas de contrainte sur l'espace 
des paramètres. Il faut juste que dans un voisinage de la vraie 
valeur, l'estimateur existe. 
%   \end{itemize}
%   \end{frame}
%   
%   \begin{frame}
%   \frametitle{Meilleur estimateur GMM}
%   On peut finalement définir le meilleur estimateur en 
choisissant les meilleures conditions de moments. Un seul 
moment quadratique suffit.
%   \begin{itemize}
%       \item Erreurs homoscédastiques : $P = W_n(I_n-\rho_0 
W_n)^{-1}- diag(W_n(I_n-\rho_0 W_n)^{-1})$ si $P \in 
\mathcal{P}_2$\\
%       Conditions linéaires : $H_n=[W_n(I_n-\rho 
W_n)^{-1}X_n\beta_0,\;X_n]$



%       
%       \item Erreurs hétéroscédastiques : n'existent pas car 
elles dépendent de la matrice $\Sigma$ qui est inconnue et 
ne peut pas être estiméede manière convergente! \\
%       \item[$\Rightarrow$] Utilisation des mêmes conditions 
que pour des erreurs homoscédastiques mais il ne s'agit plus 
du meilleur estimateur 
%   \end{itemize}
%       
%   \end{frame}
%   \begin{frame}
%   \frametitle{Meilleur estimateur GMM}
%   Pour des erreurs homoscédastiques
%       \begin{itemize}
%           \item Le meilleur estimateur nécessite de connaître la 
valeur de $\rho_0$ et $\beta_0$ qui ne sont pas connues
%           \item[$\Rightarrow$] Besoin de les estimer
%           \item Estimation en deux étapes. 
%           \begin{enumerate}
%               \item Estimation avec $P=W_n$ et 
$H_n=[X_n,\;W_nX_n,\;W^2_nX_n]$, récupération de 
$\hat{\rho}$ et $\hat{\beta}$ construction des meilleures 
conditions de moment et de la matrice $a'a$
%               \item Estimation du modèle avec les meilleures 
conditions de moment
%               \item On peut itérer jusqu'à obtenir convergence. 
Généralement, 2-3 itérations suffisent.
%           \end{enumerate}
%           \item[$\Rightarrow$] Sous l'hypothèse de normalité, 
cet estimateur GMM est aussi efficace que le max de 
vraisemblance
%       \end{itemize}
%   \end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Résumé estimation SAR}
%\begin{itemize}
%   \item Estimation par 2SLS (GS2SLS) très simple mais pas 
efficace. La matrice d'instruments est $H_n=[X_n,\; 
W_nX_n,\;W^2_nX_n]_{LI}$
%   \item Dans la classe des estimateurs 2SLS, Lee (2003) 
propose le Best 2SLS, où la matrice d'instruments $H_n=[X_n, 
W_n(I_n-\rho W_n)^{-1}X_n\beta]_{LI}$ mais toujours pas aussi 
efficace que l'estimateur du MV (sous la normalité des erreurs)

efficace que l'estimateur du MV (sous la normalité des erreurs)
%   \item Estimation par MV ou Quasi-MV. Estimation efficace 
(la variance de l'estimateur atteint la borne de Cramer-Rao) 
mais peut poser des problèmes en échantillon de grande 
taille à cause du calcul de $\vert I_n-\rho W_n\vert$
%   \end{itemize}
%   \end{frame}
%   
%   \begin{frame}\frametitle{Résumé estimation SAR}
%   \begin{itemize}
%   \item GMM de Lee (2007)
%   \begin{itemize}
%       \item Aussi efficace que le MV sous l'hypothèse 
d'homoscédasticité et de normalité des résidus
%       \item \alert{Convergent} même en présence 
d'hétéroscédasticité de forme inconnue si $P_i \in 
\mathcal{P}_2$, où $P_i$ sont les matrices entrant dans les 
conditions de moments quadratiques.
%       \item Propriété non partagée par le MV : \alert{non 
convergent} en présence d'hétéroscédasticité de forme 
inconnue. 
%       \item Estimation plus facile que le MV car pas de 
Jacobien de la transformation. 
%   \end{itemize}
%\end{itemize}
%   
%\end{frame}
\section{Modèle SDM}
\begin{frame}
\frametitle{Plan}   
\tableofcontents[currentsection]
\end{frame}
\begin{frame}
\frametitle{Modèle Spatial Durbin}
\begin{itemize}

\item Il s'agit d'une généralisation du modèle SAR à la 
présence de variables explicatives spatialement décalées. 
\begin{equation*}

y_{i,n}=\alpha+\rho \sum_{j=1}^N w_{ij,n} y_{j,n}+ 
\sum_{k=1}^K X_{ik,n}\beta_{k} +
\sum_{k=1}^K w_{ij,n} Z_{ik,n}\gamma_{k} + \varepsilon_{i,n}
\end{equation*}
ou, sous forme matricielle :



\begin{equation*}
y_n= \rho W_n y_n+ X_n \beta+ W_n Z_n \gamma + 
\varepsilon_n
\end{equation*}

\item $Z$ intègre au moins les variables incluses dans $X$ à 
l'exception de la constante $Z = \underline{X}$ mais peut
inclure d'autres variables explicatives

\item Afin de faciliter la présentation, écrivons le SDM comme
un modèle SAR
\begin{equation*}
y_n=\rho W_n y_n+ \widetilde{X}_n b+\varepsilon_n
\end{equation*}
avec $\widetilde{X}_n=[{X}_n \;\; W_n Z_n]$ et $b=[\rho, 
\beta^{\prime}, \gamma^{\prime}]^{\prime}$
%avec $Z_n$  étant égal à $X_n$ ou $Z_n=[X_n \; 
\widetilde{Z}_n]$.
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Estimation du SDM}
\begin{itemize}

\item Ce modèle ne présente pas de difficulté en plus par 
rapport à un modèle SAR

%   \item Estimation 2SLS plus délicate car instruments moins 
pertinents.

\item La fonction de log-vraisemblance s'écrit : 
\begin{multline*}

\ln L(b^\prime,\,\rho,\,\sigma^{2})  = 
-\frac{N}{2}\ln(2\pi)-\frac{n}{2}\ln (\sigma^{2})+{\ln |I_n-\rho
W_n|}  \\
-\frac{1}{2\sigma^{2}}\left[(I-\rho W)y-\widetilde{X}b \right

]^\prime \left[(I-\rho W)y-\widetilde{X}b\right] 
\end{multline*}
\item Même fonction de vraisemblance, à part qu'il y a plus de 
paramètres à estimer (vu qu'il y a plus de variables 
explicatives).
%\item Cependant, ce sont des variables exogènes 
($W_nX_n$ ou $W_n\widetilde{Z}_n$ ).
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Matrices d'impacts}

\begin{itemize}
\item Supposons, par simplicité, que les variables $Z_n$
ne contiennent que les $X_n$. Ainsi, le modèle peut être
réécrit comme suit : 
\begin{equation*}

y_n=\alpha \iota_n + \rho W_n y_n + \sum_{k=1}^K (I_n 
\beta_k +  W_n \gamma_k)X_{nk}+\varepsilon_n
\end{equation*}
La forme réduite s'écrit
\[
y_n=(I_n-\rho W_n)^{-1} \iota_n \alpha+ \sum_{k=1}^K 
(I_n-\rho W_n)^{-1}(I_n \beta_k + W_n \gamma_k )X_{nk}+ 
(I_n-\rho W_n)^{-1}\varepsilon_n
\]
\item La matrice des dérivées partielles de $y_n$ par rapport 
à $X_{nk}$ s'écrit : 
\begin{align*}
\frac{\partial{y}}{\partial{X_k'}}=S_k(W_n)&=(I_n-\rho
W_n)^{-1}(I_n\beta_k + W_n \gamma_k) \\
&=(I_n+\rho W_n+ \rho^2 W^2_n+ \cdots )(I_n \beta_k+W_n 
\gamma_k)
\end{align*}
\item Matrice similaire à celle obtenue dans le modèle SAR, 
mais un terme supplémentaire ($W_n \gamma_k$) est présent.
\item Mêmes interprétations que dans le modèle SAR (effets
directs, indirects, totaux).

\end{itemize}

\end{frame}

\section{Modèle SEM}
\begin{frame}
\frametitle{Plan}   
\tableofcontents[currentsection]
\end{frame}
\begin{frame}
\frametitle{Modèle avec autocorrélation spatiale des erreurs}
\begin{itemize}



\item Considérons un modèle en coupe transversale avec
autocorrélation spatiale des erreurs
\begin{equation*}

y_n=X_n \beta+\varepsilon_n \qquad \varepsilon_n=\lambda
W_n \varepsilon_n+u_n
\end{equation*}
\item Forme réduite : \\
Si $I_n-\lambda W_n$ est inversible, la forme réduite du 
modèle SEM s'écrit comme suit : 
\begin{equation*}

y_n=X_n\beta+ (I_n-\lambda W_n)^{-1}u_n
\end{equation*}
\item La forme réduite implique qu'un choc aléatoire sur une
observation affectera la valeur de la variable dépendante de 
l'ensemble des observations de l'échantillon grâce à la 
transformation spatiale inverse $(I_n-\lambda W_n)^{-1}$. 
C'est l'effet de diffusion d'un choc aléatoire. C'est une
propriété des modèles SEM et SAR, mais le SEM n'inclut pas 
l'effet de multiplicateur spatial, passant par les variables 
explicatives. 
\end{itemize}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Modèle SEM}

\begin{itemize}
\item Ce modèle peut être interprété comme un modèle
SDM contraint

\begin{equation*}
(I_n-\lambda W_n) y_n=(I_n-\lambda W_n)(X_n \beta) + u
\end{equation*}
\begin{equation*}
y=\lambda W_n y_n+ X_n \beta-\lambda WX \beta + u
\end{equation*}

\item qui est un modèle SDM
\begin{equation*}
y= \lambda W_n y_n + X_n \beta + W_n X_n \gamma + 
\varepsilon_n
\end{equation*}
avec la contrainte non linéaire $\gamma=-\lambda \beta$.
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Modèle SEM}
\begin{itemize}

\item Filtre spatial\\
Si $\lambda$ était connu, on pourrait filtrer l'autocorrélation
spatiale dans les $X_n$ et $y_n$ et utiliser un modèle
classique pour estimer : 
\begin{equation*}

(I_n-\lambda W_n)y_n=(I_n-\lambda W_n)X_n\beta+ u
\end{equation*}
$\lambda$ généralement non connu et doit être estimé, 
comme $\beta$ et $\sigma^2_u$.
\item Matrice de variance-covariance \\
en supposant que $X_n$ est non stochastique, l'espérance de 
$y_n$ est $\mathbf{E}(y_n) = X_n \beta$. Sa matrice de 
var-cov est 
\begin{equation*}
V(y_n)=V(\varepsilon_n)=\sigma^2_{u}(I_n-\lambda
W_n)^{-1}(I_n-\lambda
W_n)'^{-1}=\sigma^2_{u}\Omega_{\varepsilon}(\lambda)
\end{equation*}
C'est le même résultat que pour le modèle SAR. De nouveau, 
ses éléments diagonaux ne sont pas constants et les éléments
hors-diagonaux sont non nuls. 
%\item Estimateur MCO convergents mais pas efficace car 
matrice de Var-Cov non sphérique.
\end{itemize}

\end{frame}

\subsection{Matrices d'impacts }
\begin{frame}
\frametitle{Plan}
\tableofcontents[currentsubsection] 

\end{frame}
\begin{frame}
\frametitle{Impacts dans le modèle SEM}
\begin{itemize}

\item Le modèle SEM s'écrit : 



\begin{equation*}
y_n=\alpha \iota_n + X_n \beta + \varepsilon_n \qquad
\varepsilon_n=\lambda W_n \varepsilon_n +u_n
\end{equation*}
qui peut s'écrire comme
\begin{equation*}
y_n=\alpha \iota_n + X_n \beta + (I_n-\lambda W_n)^{-1} u_n
\end{equation*}
Les dérivées partielles de  $y_n$ par rapport à  $X_k$ pour  
$k=1,\cdots,K$:
\begin{equation*}
\frac{\partial{y}}{\partial{X_k'}}= S_k(W)=I_N\beta_k
\end{equation*}
donnent les mêmes résultats que dans un modèle linéaire
classique standard. Il n'y a pas de spillovers spatiaux.
\end{itemize}

\end{frame}

\subsection{Estimation économétrique}
\begin{frame}

\frametitle{Hypothèses des MCO}
\begin{itemize}

\item Soit le modèle de régression
$y=X\beta+\varepsilon$
\item 3 corps d'hypothèses
\begin{enumerate}

\item Sur les variables explicatives : non-stochastiques, 
de rang complet
\item Sur les erreurs : $\mathbf{E}(\varepsilon)=0,\; \; \; 
\mathbf{E}(\varepsilon \varepsilon^\prime )=\sigma^2 
I_n$
\item Modèle linéaire ( $y$ est une combinaison
linéaire des variables indépendantes)

\end{enumerate}
\end{itemize}

\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimation par les MCO}
\begin{itemize}

\item Minimisation de la somme des résidus (RSS) par 
rapport à $\beta$: 

\[
RSS=\sum_{i=1}^n\varepsilon_i^2=\varepsilon^\prime
\varepsilon=(y-X\beta)^\prime(y-X\beta)
\]
\item On obtient
\begin{align}
\hat{\beta}_{MCO}&=(X^\prime X)^{-1}X^\prime y\\
\hat{\sigma}^2&=\frac{e^\prime e}{n-k}
\end{align}
\item Propriétés statistiques de $\beta$
\begin{itemize}

\item Estimateur centré : 
$\mathbf{E}(\hat{\beta})=\beta_0$
\item Estimateur BLUE
\item Estimateur convergent

\end{itemize}
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{MCG purs}   
\begin{itemize}

\item Soit le modèle de régression
$y=X\beta+\varepsilon$
\item La matrice de variance-covariance des erreurs non 
sphérique: $\mathbf{E}(\varepsilon
\varepsilon^\prime)=\sigma^2 V$ (V définie positive et 
connue)
\item Application des MCO donne un estimateur centré, 
convergent mais inefficient.
\item Estimateur des MCG
\[
\hat{\beta}_{MCG}=(X^\prime V^{-1} X)^{-1}X^\prime
V^{-1} y
\]
\item Estimateur équivalent à l'estimateur des MCO sur
le modèle transformé
\begin{equation*}
Py=PX\beta + P\varepsilon
\end{equation*}
\item[]où $P$ est une matrice non singulière tq 
$PVP^\prime =I \Rightarrow V^{-1}=P^\prime P$

\end{itemize}



\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{MCG réalisables}
\begin{itemize}

\item $V$ n'est pas connu en pratique. Il faut l'estimer
\item Supposons que $V$ dépend d'un vecteur de 
paramètres inconnus $\theta_0$ de dimension $m \times
1$.
\item Estimation en 2 étapes
\begin{enumerate}

\item Estimation convergence du vecteur des
paramètres $\theta_0$ dont dépend~$V$
\item Application des MCG avec $\hat{V}$ à la place 
de $V$
\[
\hat{\beta}_{MCGR}=(X^\prime \hat{V}^{-1} 
X)^{-1}X^\prime \hat{V}^{-1} y
\]
\item Sous certaines conditions assez générales, on 
peut montrer que l'estimateur des MCG réalisables est 
asymptotiquement équivalent à l'estimateur des MCG
purs.

\end{enumerate}
\end{itemize}

\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimation du modèle SEM}
\begin{align*}
y_n&=X_n\beta+\varepsilon_n \qquad \varepsilon_n=\lambda
W_n\varepsilon_n+u_n \quad u_n \sim N(0, \sigma^2_u I)\\
y_n&=X_n\beta+\varepsilon_n  \quad
\varepsilon\sim N(0, 
\sigma_{u}^{2}\Omega_\varepsilon(\lambda)\\
\sigma^2_{u}\Omega_{\varepsilon}(\lambda)& = 
\sigma^2_{u}(I_n-\lambda W_n)^{-1}(I_n-\lambda W_n)'^{-1}
\end{align*}
\vspace{-0.5cm}

\begin{itemize}
\item Erreurs non sphériques
($\sigma^2_{u}\Omega_\varepsilon(\lambda) \neq
\sigma^2_u I$)
\item \textbf{Estimateur MCO reste centré mais plus 
efficace}

efficace}
\item \textbf{Inférence statistique fondée sur l'estimateur
MCO est biaisée}
\item Solution théorique : MCG réalisables
\item[] Problème: l'estimateur des $\lambda$ par les MCO
n'est pas convergent pour le modèle autorégressif spatial
\item Nécessité d'appliquer une autre méthode
d'estimation pour aboutir à des estimateurs convergents, 
asymptotiquement efficients et normaux. 
\item[$\Rightarrow$] Estimation par MV (ou GMM)
\end{itemize}

\end{frame}

%
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimation du modèle SEM}
%\scriptsize
%\begin{itemize}
%   \item Dans ce cours, on se focalise sur l'estimation par MV. 
Mais on peut également estimer ce modèle par GMM. 
%   \item En posant $ V^{-1}=\Omega_{\varepsilon}^{-1}$, 
l'estimateur des MCG est donné par 
%   \begin{equation*}
%\hat\beta_{MCG}=[X_n'\Omega_{\varepsilon}^{-1}(\lambda)X
_n]^{-1}X_n'\Omega_{\varepsilon}^{-1}(\lambda)y_n
%\end{equation*}
%Cet estimateur serait BLUE si $\lambda$ était connu. On 
obtiendrait : 
%\begin{equation*}
%\mathbf{E}(\hat\beta_{MCG})=\beta\text{ et 
}V(\hat\beta_{MCG})=\sigma^2_{u}[X_n'\Omega_{\varepsilon}^
{-1}(\lambda)X_n]^{-1}
%\end{equation*}
%Cependant, $\lambda$ n'est pas connu. L'estimateur MCG 
n'est pas faisable. Analysons néanmoins cet estimateur : 
%\begin{align*}
%\hat\beta_{MCG}&=[X_n'(I_n-\lambda W_n)'(I_n-\lambda 
W_n)X_n]^{-1}X_n'(I_n-\lambda W_n)'(I_n-\lambda W_n)y_n \\
%\hat\beta_{MCG}&=[(X_n-\lambda  W_nX_n)'(X_n-\lambda 
W_nX_n)]^{-1}(X_n-\lambda  W_nX_n)'(y_n-\lambda W_ny_n) \\
%\hat\beta_{MCG}&=(X'_L X_L)^{-1}X'_L y_L
%\end{align*} 
%avec $X_L=(I_n-\lambda W_n)X_n=X_n-\lambda W_nX_n$ et 
$y_L=(I_n-\lambda W_n)y_n = y_n-\lambda W_ny_n$ pouvant 



$y_L=(I_n-\lambda W_n)y_n = y_n-\lambda W_ny_n$ pouvant 
être interprété comme la contrepartie spatiale de la 
transformation de Cochrane-Orcutt en séries temporelles. 
L'estimateur des MCG serait donc un estimateur MCO sur 
données spatialement filtrées, si $\lambda$ était connu.
%
%\end{itemize}  
%
%\end{frame}
%
%\begin{frame}
%\frametitle{Estimation du modèle SEM}
%\begin{itemize}
%   \item Utiliser les MCGR (réalisables) requièrt un estimateur 
convergent de $\lambda_0$ qui sera utilisé pour appliquer la 
transformation de Cochrane-Orcutt spatiale, et ensuite 
estimer les paramètres $\beta_0$.
%   \begin{align*}
%\hat\beta_{MCGR}&=[X'\Omega_{\varepsilon}^{-1}(\hat\lamb
da)X]^{-1}X'\Omega_{\varepsilon}^{-1}(\hat\lambda)y \\
%\hat\beta_{MCGR}&=(\tilde X'_L \tilde X_L)^{-1}\tilde X'_L 
\tilde y_L
%\end{align*}
%où $\tilde X_L=X-\hat\lambda WX$ et $\tilde 
y_L=y-\hat\lambda Wy$.
%\item L'estimateur MCO de $\beta_0$ est convergent et 
donc, les erreurs peuvent être estimées de manière 
convergentes. Par contre, l'estimateur MCO de $\lambda_0$ 
n'est pas convergent (Kelejian et Prucha, 1998, 1999). \\
%$\Rightarrow$ Utilisation du maximum de vraisemblance. 
%
%
%\end{itemize}  
%
%\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimateur des MCO de $\beta$}
\begin{figure}

\centering\includegraphics[scale=0.35]{beta_OLS_SEM}
\end{figure}

\end{frame}
\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Estimation du SEM par Max de Vraisemblance}

Fonction de vraisemblance pour une loi normale multivariée
avec $\varepsilon \sim N (0, \Sigma$):
\begin{equation*}
\ln L = -\frac{n}{2}\ln(2\pi) -\frac{1}{2} \ln \vert \Sigma \vert
-\frac{1}{2}\varepsilon^\prime \Sigma^{-1}\varepsilon
\end{equation*}

\begin{itemize}
\item Pour le SEM,   $\Sigma = 
\sigma_{u}^{2}\Omega_\varepsilon(\lambda)$ et $
|\sigma_{u}^{2}\Omega_\varepsilon(\lambda)|=\left(\sigma_{u}
^{2}\right)^N|I-\lambda W|^{-2}$, La fonction de 
log-vraisemblance s'écrit
\small

\begin{align*}
\ln L(\beta^\prime,\,\lambda,\,\sigma_{\epsilon}^{2})&=
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{1}{2}\ln
|\sigma_{u}^{2}\Omega_\varepsilon(\lambda)|\\
&-\frac{1}{2\sigma_{u}^{2}}(y-X\beta)^\prime
\Omega_\varepsilon(\lambda)^{-1} (y-X\beta) \notag \\
\ln L(\beta^\prime,\,\lambda,\,\sigma_{\epsilon}^{2})&=
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma_{u}^{2})+\alert{\ln
|I-\lambda W|}  \\
& -\frac{1}{2\sigma_{u}^{2}}(y-X\beta)^\prime
\Omega_\varepsilon(\lambda)^{-1} (y-X\beta) \notag
\end{align*}
\item Nécessaire d'imposer l'hypothèse 4 pour garantir
l'existence du Jacobien de la transformation.
\item[$\Rightarrow$] Tout comme dans le modèle SAR, 
normalisation de la  matrice d'interactions pour obtenir des
espaces de paramètres comparables entre modèles.
\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Fonction de log-vraisemblance}
\footnotesize{
\begin{itemize}

\item En notant que $\Omega_\varepsilon(\lambda)^{-1}= 
(I-\lambda W)'(I-\lambda W)$

\begin{align*}



\ln L(\beta^\prime,\,\lambda,\,\sigma_{\epsilon}^{2}) &=
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma_{u}^{2})+{\ln
|I-\lambda W|} \notag \\
& -\frac{1}{2\sigma_{u}^{2}}\left[(I-\lambda

W)(y-X\beta)\right
]^\prime\left[(I-\lambda
W)(y-X\beta)\right] \notag \\
\ln L(\beta^\prime,\,\lambda,\,\sigma_{\epsilon}^{2}) &=
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma_{u}^{2})+{\ln
|I-\lambda W|} \notag \\ &
-\frac{1}{2\sigma_{u}^{2}}\left[(I-\lambda
W)y-(I-\lambda W)X\beta\right
]^\prime\left[(I-\lambda
W)y- (I-\lambda W) X\beta\right] \notag \\
\ln L(\beta^\prime,\,\lambda,\,\sigma_{\epsilon}^{2}) & = 
-\frac{N}{2}\ln (2\pi)-\frac{N}{2}\ln (\sigma_{u}^{2})+{\ln
|I-\lambda W|} \label{46}\\
& -\frac{1}{2\sigma_{u}^{2}}\left[y_L-X_L\beta\right

]^\prime\left[y_L - X_L\beta\right] \notag
\end{align*}
où $X_L=(I_n-\lambda W_n)X_n$ and $y_L=(I_n-\lambda
W_n)y_n$.
\end{itemize}
}   

\end{frame}
\begin{frame}
\frametitle{Estimation par Max de vraisemblance}

\begin{itemize}
\item Supposons que $\lambda$ est connu, les CPO pour 
$\beta$ et $\sigma^2_u$ sont : 
\begin{align*}

\frac{\partial \ln L}{\partial \beta ^{\prime }} 
&=-\frac{1}{2\sigma_u^2}(2X_L' y_L+2\beta X_L'X_L) \\
%\frac{\partial \ln L}{\partial \lambda } &=&-\tr[W(I_{N}-\lambda 
W)^{-1}]+  \frac{\partial 
\varepsilon'\Omega_\varepsilon(\lambda)^{-1} 
\varepsilon}{\partial \lambda}=0\\
\frac{\partial \ln L}{\partial \sigma _{u}^{2}} &=-\frac{N}{\sigma
_{u}^{2}}+\frac{1}{\sigma _{u}^{4}}(y_L-X_L\beta)^\prime
(y_L-X_L\beta)
\end{align*}

\item L'estimateur du maximum de vraisemblance de $
\beta$ et $\sigma_u^2$, étant donné $\lambda$, sont
obtenus comme:

\begin{eqnarray}
\hat\beta_{MV}(\lambda)&=&(X_L' X_L)^{-1}X_L' y_L 
\label{49}\\
\hat\sigma_{MV}^2(\lambda)&=&\frac{1}{N} 
(y_L-X_L\beta)^\prime (y_L-X_L\beta)\label{50}
\end{eqnarray}
\end{itemize}

\end{frame}
\begin{frame}
\frametitle{Estimation par Max de vraisemblance}

\begin{itemize}
\item En substituant (\ref{49}) et (\ref{50}) dans la fonction
de log-vraisemblance, on obtient une fonction de 
log-vraisemblance qui ne dépend non linéairement que
d'un seul paramètre $\lambda$ : 
\begin{equation}\label{51}

\ln L=-\frac{n}{2}[1+\ln(2\pi)]-\frac{n}{2}\ln\left(\frac{\hat u' \hat
u}{N}\right)+\sum_{i=1}^{n}\ln (1-\lambda \omega_{i})
\end{equation}
où $\hat u=y_L-X_L\hat\beta_{MV}(\lambda)$. Donc,  $\hat u' 
\hat u = y_L' Y_L - y_L' X_L(X_L'X_L)^{-1}X_L' y_L$, où 
$y_L=y-\lambda Wy$ et $X_L=X-\lambda WX$ sont les
variables spatialement filtrées.
\item L'estimateur du max de vraisemblance de $\lambda$
est obtenu par optimisation numérique de la fonction de
log-vraisemblance concentrée.

\end{itemize}

\end{frame}

\begin{frame}[allowframebreaks]
\frametitle{Estimation par Maximum de vraisemblance}
\begin{itemize}

\item La procédure d'estimation est plus complexe que
pour le SAR car $\hat{u}$ dans la log-vraisemblance
concentrée est une fonction indirecte de $\lambda $ car 
$\hat{\beta}$ est obtenu pour une valeur donnée de 
$\lambda$. Ainsi, une seule optimisation numérique de la 
fonction de log-vraisemblance concentrée pour $\lambda$



fonction de log-vraisemblance concentrée pour $\lambda$
ne suffit pas pour obtenir les valeurs estimées de tous les
autres paramètres inconnus.
\item Une approche itérative est nécessaire. On alterne
entre une estimation de $\lambda$ conditionnelle à un 
vecteur de résidus $\hat{u}$ obtenus pour une valeur de 
$\beta$ et une estimation de $\beta$ et $\sigma^2$
conditionnelles à une valeur de $\lambda$, jusqu'à obtenir
une convergence numérique.

\end{itemize}
\end{frame}
\begin{frame}

\frametitle{Estimation par Maximum de vraisemblance}
La procédure d'estimation est comme suit

\begin{enumerate}
\item<1->  { Régresser $y$ sur $X$ par les MCO et calculer
les résidus $\hat u=y-X\beta_{OLS}$.}
\item<2->  {Etant donné $\hat u$, trouver $\lambda$ qui
maximise la fonction de log-vraisemblance.}
\item<3-> {Etant donné $\lambda$, effectuer une régression
MCGR pour obtenir $\hat\beta_{MCGR}$.}
\item<4-> {Calculer ensuite un nouveau vecteur de résidus
$\hat u=y-X\hat\beta_{MCGR}$.}
\item<5-> {S'il y a convergence numérique, càd que les
valeurs des résidus et de $\hat\beta_{MCGR}$ ne changent
plus d'itérations en itérations, alors étant donné $\hat u$ et 
$\hat\lambda_{ML}$, on calcule $\hat\sigma^2_{ML}$,}
\item<6->  {Sinon, remaximiser la fonction de 
log-vraisemblance concentrée pour obtenir un nouveau 
$\lambda$.}

\end{enumerate}
\end{frame}

\begin{frame}
\frametitle{Estimation par Max de Vraisemblance}
\begin{itemize}

\item Tout comme pour le modèle SAR, sous les
hypothèses de régularité de Lee (2004), l'estimateur du 
max de vraisemblance possède les bonnes propriétés
asymptotiques : convergence, normalité et efficience
asymptotique
\item En notant $G_n = W+n (I_n -\lambda_0W_n)^{-1}$, on 
écrit la matrice de Var-cov comme : 


