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PEletM1, Master Meef. L#AROPORTIONNALITE . Eléments d’ANALYSE.
Application : des Questions Complémentaires.

AvertissementLe document ci-dessus prend appui, entre auliggsosts, sur :
» Le CONCERTUM: « carnet de route » deGDPIRELEM, chapitrePROPORTIONNALITE.
* Le manuel de préparation @RPE du CNED (Volet Didactiqué.

Une « questionpfesquég pieége » pour commencer !

Stationnement payant/n horodateur n’indique qu’une seule information
« Deux heures pour un euro».
Question Y a-t-il PROPORTIONNALITE ?

« Logiguement », le prix est fonction de la duréeis y a-t-il proportionnalité ? Sans trop
réfléchir, on est tenté de donner les deux répodsdset NON.
Attention, il y en a une qui est fausse, quand méme

La représentation graphique ci-dessoage les durées en abscisse et les prix en orddnnée
modélise le fait que si on paie 1 euro pour 2 he@ea pour image ), on paie alors 2 euros pour 4
heures 4 a pour image g 3 euros pour 6 heure$ & pour image B 4 euros pour 8 heures, ... De plus,
on ne paie pas si on ne va pas dans ce parkinguise traduit par I'image de O est 0!

On obtient une suite daints alignés avec l'origine On est donc tenté de tracer I'enveloppe de
ces points : unebglle) demi-droite dont I'origine est justement l'origiu repere.

Ca nous rappelle quelque chose ! On est ainsinoit® a conjecturer qu'il y a proportionnalité.

Dommage !!!

A
X

Evidemment, on est allé trop loin. La conventiowiagke prend le pas sur la notion méme de
proportionnalité. Rien ne nous autorise a placesda systéme d’axes de coordonnées autre chode que
point de coordonnées (2 ; 1). Voila pour I'argumgnaiphique.

Attention! La « propriété » ne marche que dans un sens !
e Sion aune relation de proportionnalité entre dgiandeurs, alors la représentation graphique de
cette situation est une demi-droite dont I'origést I'origine du repére.
* Que dire de I'énoncé réciproqueSi on a des points alignés sur une (demi-)drogesant par
I'origine, alors on a une relation de proportionigaéntre les deux grandeurs en jeu.
Cette réciproque efausse Voir graphique, page suivante
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Le graphique ci-dessous illustre justement cettgpréque.

On a bien 2 qui a pour image 1, 4 qui a pour iN&g@ qui a pour image 3, mais il y beaucoup
d’autres informations. En particulier, si on intéfe ce graphique avec la condition de location du
stationnement, on pourrait payer moins cher eranés heures (I'image de 3 vaapproximativement
0,5) dans ce parking qu’en restant 2 heures. Deenémpaierait plus cher en restant 5 heures (tjana

de 5 vaupproximativemer3,5) qu’en restant 6 heures !
Drole de tarif, avecdncorg I'image de 0 égale a 0 !

En fait, ce graphique représente une fonction ginaide avec les « bonnes » valeurs de la page

précédente, mais qui « ailleurs » prend des vatguirgont presqué dans tous les « sens » !

Pour les ex-« matheux », il s’agit de la reprédemiagraphique, réalisée avec le logiciel

GeoGebra, de la fonctidrdéfinie surR, par

£(x) =§ + sin (pix g).

A

EXERCICE 1.

* Quelles sont les situations pour lesquelles il graportionnalité entre les variables indiquées

C’est donc parti pour les exercices.

(mettant en jeu des grandeurs, dans la plupartai®s

(1) Colis Postaux
masse et tarif.

(2) Disque: diametre et
périmetre.

(3) Cylindre: longueur
et volume.

(4) Individu : taille et
poids.

(5) Ressort poids et
allongement.

(6) Plague de métal
poids et aire.

(7) Entier: nombre et
somme des chiffres.

(8) Carré: cote et
périmetre.

(9) Carré: cote et aire.

(10) Rectangles de
longueur constante

largeur et aire.

(11) Rectangles de
périmétre constant

longueur et largeur.

(12) Gaz de ville tarif
et consommation.

(13) Rectangles d’aire
constante longueur et
largeur.

(14) Déclaration de
revenus revenus et
montant de I'impot.

(15) Soldes:. prix initial
et prix a payer.

(16) Disque: aire et
carré du diametre.

(17) Boule: volume et
carré du rayon.

(18) Parcours (distance
fixe) : durée et vitesse
(moyenne).

(19) Parcours (vitesse
donnée} distance et
durée.

(20) Parcours (durée
donnée) distance et
vitesse (moyenne).

* Apres avoir étudié le tableau ci-dessus,
peut-on ainsi invalider ?

gquelleéssmtation ou conception ou « idée » fausse
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EXERCICE 2. « Reconnaissante de la proportionnalité.

1. Donner des exemples de problemes ou d’exerciceeqdent « perceptible » la proportionnalité.

2. Donner des exemples de situations ou de probléraes kbsquels la proportionnalité est plus
« difficile » a saisir.

3. En déduire des conséquences pour I'enseignemelat pl@portionnalité, en proposant quelques
pistes et directions de travail a mettre en plawdePE. Difficile !).

EXERCICE 3. (D’apres un volet pédagogique du CRPE, LIMOGH®2Corrigé COPIRELEM.

Dans une classe de CM2, le PE veut introduire teonale proportionnalité. Pour construire sa
séance il consulte les deux manuels de I'éléveagrossession. Vous trouverez ci-joint une copi¢ade
premiere page que chacun de ces manuels conslacpeagortionnalité.

Documents fournis :
Document A: Extrait du livre de I'éleve A nous les maths b CM2 — Sedra2001
Document B: Extrait du livre de I'éléve @ptimath» CM2- Hachette Educatiori, 998

1. Présenter les réponses aux questhBset4 dudocument A page suivante, dans un seul tableau.

2. Le maitre décide alors d'effectuer les modificatienivantes dans tcument A :

Panne séche !

. « Préparer le mélange de carburant : 18 litres d'essence de betterave modifiée pour 6 litres
d'eau distillée.
Nous possédons 36 litres d'essence de betterave modifiée. Combien faut-il ajouter d'eau
distillée ? »
[...]

Pour aller plus loin

3 - Utilise les résultats du probleme afin de calculer la quantité d'essence nécessaire :
- pour 11 litres d'eau distillée ;
- pour 17 litres d'eau distillée ;
- pour 49 litres d'eau distillée.

4 - Combien d'eau mettrais-tu pour :
- 9 litres d'essence de betterave modifiée ?
- 54 litres d'essence de betterave modifiee ? » . . .

a) Quels sont, selon vous, les objectifs du maitrefeattuant ces modifications ?
b) Quelles sont les intentions des auteurs du mamugiag@osant leurs données numériques ?

3. Analyser brievement la progression proposée dadedement B (Exercices [1],]2 é{ 3).

' On attaque le coeur du probléme ! En effet, en situation d'enseignement, un PE déclare parmi ses
objectifs d'apprentissage que les éléves doivent « reconnditre » une situation de proportionnalité
dans un probleme donné. C'est ce qu'on peut appeler un « objectif - dégagement en corner» dans
la formulation de celui-ci (spécial PW). Tout simplement parce que dans la pratique, la
reconnaissance (ou non) de la proportionnalité va de pair avec le traitement « direct» de la
situation : c'est ce qui fait que c'est délicat a enseigner pour le PE et difficile a apprendre pour les
éleves | Contrairement a d'autres « notions » moins « ouvertes ».
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Proportionnalité
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DOCUMENT B

Reconnaitre et traiter
une situation
de proportionnalité

. Des tableanx de multiples

-a) Reproduis et complére les tablesuy suivants ¢

2 |3 5 j ( 7.1 30 (%, LN 0 j

%25 17 ! -

': 00| (250 s | | [mo] |/ i\ 5 8 ]!
b) Trouve les opérateurs lorsque cest possible <

7
ST Ty, .-_'_?‘_-‘ ,a-—'_?‘—.h. P Y -"_'_?'_‘n.
0 0 0 0 0 25 | 15 1 19
&

Uﬂ;.ll;t‘é- moyen de rec-unnai;:;:_un tablean de proportionnalité

En t'aidant des exemples, reproduis er complete les rableanx de proportionnalisg ci-dessous :

v v wN L N BN
2 lal=s 240 700 3,5 | 5 [7.5
ERE 200 | RENEREREE
a:i P Hiﬂ -4 \:H'T?:' EE + """i
i o 73
. Eh hien ! triez maintenant..,.
Les tableaux suivants sont-ils des mableaux de proportionnalité * Utilise les méthodes
ci-dessus !
a)| o |20 [100[2000 b 2]als |10 cali1l12]3 di16,5[33] 7.6
o1 (510 45 @ N3,51225 0f11]122 |44 49,5|199|22,8

- VRAT o FALTX 2

Dians ces dewx situations, il y a proporfionnalité éntre « nombre de. . » ot « prix de... ».

a) CHFe spéciale | 20 zuros la chemise, b} Spectacle dcrit et interprété par les éléves
50 euros les trois chemises, | de Uécols, Venes nombreu !
B0 suros le ot de ang ! Entrée {tarif unique} : 20 F

OPFTIMATH M2
Marhématiques ovele &
Hachette Faoaion, 1908 =

-
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CORRIGE, (non détaillé), a retravailler aprées le

TD.

EXERCICE 1. Pistes de correction.

1. Pas de correction item par item, ce serait tropgl@h fastidieux. Ce qui compte, c’est
I'argumentation. Réponses ci-dessous, satgur ou boulettede derniere minute !

(1) Colis Postaux

(2) Disque: diametre et

(3) Cylindre: longueur

(4) Individu : taille et

masse et tarif. périmetre. et volume. poids.

NON OUl OUl NON
(5) Ressort poids et (6) Plaque de métal (7) Entier: nombre et | (8) Carré: cbté et
allongement. poids et aire. somme des chiffres. périmetre.

(0)0)1 (?) NON (0)4)1

(9) Carré: coté et aire.

NON

(10) Rectangles de
longueur constante

largeur et aire.
OUl

(11) Rectangles de
périmetre constant

longueur et largeur.
NON

(12) Gaz de ville tarif
et consommation.

NON

(13) Rectangles d’aire
constante longueur et
largeur.

NON

(14) Déclaration de

revenus revenus et

montant de I'impot.
NON

(15) Soldes. prix initial
et prix a payer.

OUI

(16) Disque: aire et
carré du diametre.

NON

(17) Boule: volume et
carré du rayon.

NON

(18) Parcours (distance
fixe) : durée et vitesse
(moyenng

NON

(19) Parcours (vitesse
donnée} distance et
durée.

OUI

(20) Parcours (durée
donnée) distance et
vitesse fnoyenng

OUI ou NON ? hihihi

Il y a des réponses surprenantes, n’est-ce pas !

Numéro B). Implicites: cylindre droit de base donnétlongueur, synonyme de hautediou la
proportionnalité. En effet, on a : volume (cylindreaire (basek hauteur. Si on fixe la base, le volume
est proportionnel a la hauteur et inversementallcyoissance dans le méme « sens ».

Numéro 6). Il y a un implicite fort : la plaquep(ane ou sans grosse épaisgede métal est a
priori homogene. Dans ce cas, on peut réepo@ie Il y a un autre implicite : la forme de la plague
ronde, rectangulaire, « bizarre », dans ce cast aieins évident !

Numéro 7). Il n’y a pas de relation de proportionnalité ent valeur d’'un nombre entier et la
somme de ses chiffres. Ce n'est pas parce gu’ibguEs plus de chiffres que sa valeur est grande et
inversementPar exemple111111111 est un « grand » nombre, mais sa safemehiffres vaut 9, alors
que la somme d’un nombre a deux chiffres peutfétieement supérieure a9 (91:9+1=101).

Numeéro (0). On a: aire (rectangle) = longuewrlargeur. En fixant la longueur, il n’y a plus
gu’une variable ; dans ce cas, il y a proportio@all y a aussi croissance dans le méme « seBson
multiplie ou on divise une des deux grandeurs panombre donné, alors l'autre grandeur est aussi
multiplié ou divisée par ce méme nombre.

Numéro (8). A distance fixée ; si, par exemple, on doublgitesse, on diminue alors de moitié
la durée. Il n’y a pas croissance dans le mémexse

Numéro (9). A vitesse donnée ou fixée ; si, par exemple,riphetla distance, on triple alors la
durée du parcours.

Pour les autres numéros, la réponse est assedwstabe qui ne dispense pas de chercher a lagustif

2. On a presque répondu a cette question. Ce tablgaernais de mettre en évidence la non —
équivalence entre proportionnalité » et «croissance». (On en a, en plus, un bon exemple avec la
représentation graphique de la fonction de la pape
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EXERCICE 2. Pistes de correction.

1. I y a plusieurs supports sur lesquels s’appuyeurpecendre perceptible la notion de
proportionnalité.

« Des probléemes de multiplication et de division siqges, voire scolaires, dans lesquels le
traitement de la proportionnalité ne demande pasodgétences nouvelles. Dans ce genre de probleme,
le « lien » entre I'opération et la proportionnalést « téléphoné ». Une classificatignogsierg de ces
problemes peut se faire en deux catégories : @dgmes ou la relation « un — plusieurs » est eitplet
les problemes ou il existe un rapport entier «olgsi> entre deux grandeurs ou quantités de mérneenat

Quelques exemplekes variables numériquesn etm sont analysées et fixées par le PE.

» A la boucherie, une personne acheggrammes de viande hachée. Passant juste deri&rgen
demanden fois plus. Combien cela fait-il de viande hach&&n™e focalise pas sur les formulations...

» Anatole posséde fois moins de voitures que Basile, qui emaCombien de voitures posséde
Anatole ?

» Un paquet de biscuits en contientSi jachétem paquets, combien de biscuits en tout ? ...

» Des problemes ou le contexte social est prégnamtgw peut encore «téléphoner » la
proportionnalité. En général, il s’agit de problénte prix, de recettes de cuisima (d'autre chosg de
vitesses, d’échelles, de pourcentages, ... Sansgameda degré de familiarité des éleves avec ceegtet
social, ce qui est loin d'étre évident ! De plusmene signalé plus haut, il faut profiter de ce eatd
pour faire traiter par les éleves des situationsate- proportionnalité Cf. le probleme du parking

Quelgues exempleBléme remarque que ci-dessus pour les variableg€ngues.

» Casimir achéte un pack de bouteilles d’eau minérale powr euros, calculer le prix d’'une
bouteille.

» Dédé parcourt en voiture une distancekdelomeétres, avec une consommationofennig de L

litres de carburant. Quelle est sa consommatiom poe distance (en km) (jéez—k k + % ... (Aveck

multiple de 3, dans ce cas précis) ? ...
» |l manque un exemple de non — proportionnalitéh@cher pendant [ED).

2. Des situations ou la proportionnalité est plusiclié a appréhender.

* Les problémes de produit de mesures, en partidebegires.
Exemple Pour ensemencer un terrain carrédeetres de c6té, il faytsacs de haricot (ou de courges ou
de truckipoussafond ou ...). Combien faut-il de gamgr un terrain carré de caté (avecm multiple de
n) ? Il y a proportionnalité entre le nombre de sstd&ire du terrain, et non pas entre le nomleeakcs
et la longueur du cété du terrain.

* Les problémes liés a la graduation réguliére dunogte.
Exemple Une droite est régulierement graduée « @mn ». Placer alors le poiM d’abscissen, placer
approximativement le poirt d'abscisse, ...

» Les probléemes d’agrandissement ou de réductioigdees. Redoutable jusqu’au college !
Quelques exemples

» Construire un rectangle de dimensions entiéregnerL etl. Construire un rectangle trois fois
plus grand, construire un rectangle deux fois pkift. (< Antagonisme » langage — percepjion

» Les puzzles, dont le puzzle de Brousseau.

» Dans un quadrillage, préciser si une figure est’est pas un agrandissement d’'une autre, ou une
réduction d’une autre. ...

3. Question délicate pour UPE1 et unM1!
En fait, on lui demande de penser a un plan d’aaioclasse, prenant en compte les éléments rédiges
ci-dessus.
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Quelques pistes a explorer en stage et surtouE2rmB en M2 !

A la question : qu’est-ce qu’on entend par « reconnaitre » une sition de proportionnalité? »,
on peut maintenant essayer de répondre, en fordéi@e qui précede, que c’est une situation :

* Reconnue comme « familiere avec les dangers que cela compprtef. item1. ci-dessus.
 Reconnue comme un «exemptegénérique », déja travaillé, dont on a des proedue
traitement, qu'on va exporter a la nouvelle sitwatiDes problemes d’échelles, de pourcentages, de

vitesses, ...
» Identifiee comme mettant en jeu deux grandeuramade la méme facon : si 'une est multipliée
ou divisée pak, I'autre aussi.

Quelgques conseilta patience est ici mere de toutes les vertus !

» L’apprentissage est LONG, trés long ! Il n’est paxgniné au college : on a encore du travail sur
cette notion au lycée !

« Il y a danger a reconnaitre un certain degré disdan de compétences lices a la
proportionnalité par la réussite effective dansésolution répétitive de problemes se ressemblas.
éleves peuvent savoir faire», sans nécessairemensavoir» ou «avoir compris». C’est vrai pour
toutes les notions mathématiques, mais c’est ptusl @our la proportionnalité. En particulier, les
exercices systématiques de remplissage de tablgauvent produire un « contre-effet », plus tard, du
style : Sl (tableau de nombres) ALORS (proportidiég! ...

* Bis Repetita Aborder en méme temps des situations de propodidé et de non —
proportionnalité, en privilégiant les raisonnemerdntextualisés.

I/ reste un peu de place sur cette page. On en profite pour résoudre le
« probléme de Darcos ». Why not ?

ENONCE Sachant que 4 stylos coltent 2,42 euros, trouver peix de 14 stylos
CONSIGNES.

* Trouver @u moin$ quatre méthodes distinctes de résolution dexeaetiee.

« Justifier mathématiquement ces méthodes ou proegdur

Correction a faire emD.
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EXERCICE 3. Eléments de correction.

Question 1
Indispensable la quantité d’essence modifiée est proportidergela quantité d’eau distillée.

Quantité d’essence (en litres) 20 5 |45 30 35 50 15 25 80

Quantité d’eau (en litres) 12 3 |27 18 21 30 9 15 48

Question 2.a:
Réponse Les modifications apportées qui remplacent dasakles numériques par d’autres tendent a
modifier les procédures de résolution attendues. ibéentions du maitre peuvent étre de permettre
I'utilisation de deux méthodes différentes :
» Utilisation du coefficient de proportionnalité ;
« Utilisation des propriétés de linéarité.

Justification: Dans le probleme initial, il s’agit de détermipeogressivement les nombres manquants de
I'une ou l'autre des suites proportionnelles :

Quantité d’essence (en litres) 20 45 30 35 50

Quantité d’eau (en litres) 12 9 15 48

3
5 )
rend pas son utilisation « commode ». La rechedehBimage de 'unité (pour un litre d’essencefailit

Le coefficient de proportionnalité, dans ce cas,égal a2, son inverse est donc égal%‘i; ce qui ne

;—3 de litre d’eau, soit 0,6 litre) n'est guére plusatageuse du fait des calculs a effectuer avec des
nombres décimaux.
Par contre les relationsignnées dans la livjed5 = 20 + 20 + 5, 5 =£1I><20, 30 =20 +%><20 sont

propices a l'utilisation des propriétés de lindgaritLa détermination du couple (5;3) rend
particulierement commodes les calculs ultérieuraitdisant 'additivité ou la conservation d’un mém
rapport entre des termes d’une méme suite.

Le probléeme modifié demande la recherche des n@ambamquants ci-dessous :

Quantité d’essence (en litres) 18 36 9 54

Quantité d’eau (en litres) 6 11 17 49

Le coefficient de proportionnalité est alors éga;F ason inverse est le nombre entier 3 ; ce qui pEod

lisible et fiable son utilisation : k faut trois fois moins d’eau que d’essencdl faut trois fois plus
d’essence que d’eau

Les question? et4 permettent une utilisation aisée de la linéaB& €st le double de 18 ; 9 est la moitié
de 18 et 54 est le triple de 18). Pour la rechembs antécédents de 11; 17 et 49 l'utilisation du
coefficient de proportionnalité, ou l'utilisatioépétée des propriétés de linéarité sont possibles..

Question 2. b :
Les intentions des auteurs du manuel étaient pleivemt de mettre en évidence l'efficacité de
I'exploitation de la linéarité.
Exemple d’utilisation de la linéarité : appeldnis fonction qui associe la quantité d’eau corresjamt a
une quantité d’essence.

On a :f(20) = 12. Sachant que 45 =20 + 20 + 5, al@S) = 12 + 12 +%><12,

5 =%><20, doncf(5):%><12. Onadoncf(5)=3
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Ona:30=20 %XZO, doncf(30) = 12 +%><12 =18.

La relation «pour 5 litres d’essence on utilise 3 litres d’eaupermet de résoudre rapidement la question
4. En effet les quantités d’eau proposées sontl9 etultiples de 3, puis 48 qui est un multiple @e 1

Question 3.

L’ensemble du travail proposé porte sur des tablg@nombres et non sur des situationst{ant
en jeu des grandeurs par exempd’exception de I’exercic@ 4 « Vrai ou Faux ?».

Il s’agit (rubrique Revoir) de remettre en mémoire des techniques avant miabola
reconnaissance et le traitement de situations @goptionnalité. (Donc, puisqu’il s’agit d'une repei il y
a déja eu un « enseignementapprentissage »). L’exercic@ 1 propose un trasgftématique de
recherche de termes manquants dans un tableau aporiiwnnalité a l'aide du coefficient de
proportionnalité, ou du coefficient de proportiolitéainverse. L’exercice s’achéve par une conclusio
qui institutionnalise le terme d’opérateumwiltiplier par » ou «diviser par». L'existence d'un tel
opérateur est présentée comme [l'outii mathématigeemettant de reconnaitre un tableau de
proportionnalité.

L’exercice@ propose un autre moyen de reconnafiréableau de proportionnalité, a I'aide des
propriétés de linéarité.
Note: Le fait que dans les trois exemples donnés adesncoefficients de proportionnalité ou de leurs
inverses ne soit un entier n’est pas signalé. L@xche la méthode, I'utilisation de la conservatidn
rapport ou des propriétés de linéarité sont imposés

L’exercice@B est un exercice de réinvestissemesatndéthodes qui viennent d’étre exposées. |
demande de reconnaitre si un tableau est bien hierata de proportionnalité. Les deux types de
procédures peuvent étre mis en ceuvre.

Pour les plus courageux ! En fdigxercice 3a une suite qui est proposée a I'étude ci-desgousus de
jouer ! Pour le corrigé, se reporter aux annale®RBLEM 2002. PW fatigue ).

4. En considérant le tableau suivant :

Faire une analyse critique du paragraphe 2 du document B .

5. Comparer les fagcons d'aborder la proportionnalité dans le document A et dans le document B .
Quels sont, selon vous, les avantages et les inconvénients de chacune d'elles.

6. Citer les quatre compétences qui vous semblent les plus importantes parmi celles que les éleves
doivent maitriser pour effectuer le travail proposé dans le document A .

7. A partir du document A , proposer une organisation de séance, en dégageant et en décrivant les
différentes étapes.
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