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Processus stochastiques spatiaux
Spécification de la covariance spatiale



Processus stochastiques spatiaux

Processus stochastiques spatiaux
= {Z(i):ieD)
I = Rd localisation génériques des observations (vecteur de coordonnées)

= Dc Rd ensemble des indices (sous-ensemble des localisations potentielles)

—> données ponctuelles : D est un processus ponctuel, / est aléatoire
, , - . d :
= données géostatistiques : D est un sous ensemble fixe de R~ (continu)
.. : : , d
données régionales : D est un ensemble fixe de points dénombrables dans R

unités spatiales discrétes et finies / les observations sont localisées en des points fixes ou
des lieux discrets (par exemple centroide / PIB par téte régional)

= Zestune variable aléatoire, z(i) en est une réalisation en i

Exemples

= jreprésente les coordonnées X, y des transactions immobiliéres, Z représente le prix
de venteeni

= jreprésente les unités spatiales (comtés ou régions), Z est le taux de criminalité en i
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Structure de dépendance spatiale

Trois méthodologies pour modéliser I'autocorrélation spatiale

Représentation directe

= covariance entre deux observations comme fonction directe de la distance
cov(y;,y;) = 1(6.d;)

covariance symétrique, définie positive

Modeles de processus spatiaux
= processus stochastique spatial {Z(i),i c D}
= |a spécification du processus détermine la structure de la covariance

Non-paramétrique
= structure en blocs avec covariances communes
cov(y., yj) = 0, pour tout i etja l'intérieur d’'une bande de distance h



Représentation directe (1)

» Exemple : 5 points sur une droite : x=0, 1, 2, 3, 4
» Matrice symeétrique de distance de terme géneral d;;

0 1 2 3 4
1 0 1 2 3
2 1 0 1 2
3 2 1 0 1
4 3 2 1 0




Représentation directe (2)

Covariance spatiale : exponentielle négative
= cov; =exp(-0,3xd;)

= vérifier que la matrice est définie positive

1 0,74082 0,54881 0,40657  0,30119
0,74082 1 0,74082 0,54881 0,40657
0,54881 0,74082 1 0,74082 0,54881

0,40657 0,54881 0,74082 1 0,74082

det = 0,0414 0,30119 0,40657 0,40657 0,74082 1



Covariances déterminées par le
processus temporel AR(1)

Expression du processus AR(1)
yt :pyt—l+ut ut NIid(Oiauz)

= par substitution, on obtient :

Yi = p(pyt—Z + ut—l) +U = ,02 Yio T PU, U

2
Ye=U +poU  +po U, ...

= série infinie en U,
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Structure de la covariance
processus temporel AR(1)

Structure de la covariance de y
Hypotheses

= processus stationnaire en variance dans le temps :
V(u)=V(u,_,)=0c’ pour tout h
p| <1 processus non explosif

V(y)=V(u)+pVU.,)+pVu,)+.. =V (y,) =
= cov(Y,, Yiq) = E(VYia) = ElYa (oY + )]

COV(yt’ yt—l) — pE(ytz—l) + E(ut)

2
O

COV(Y,, ¥, ) =220 et cov(y,y,,)=
1-p

2
u

1-p°

,0 0
1-p°

Le processus AR(1) détermine complétement la structure de la covariance
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Matrice de variances-covariances

Exemple: y,=0,3y,, +U,

1,0989 /| 0,329 0,029 0,0089

0,32967 | 1,0989 0,325/

0,025967/

1,0989 | 0,3

967
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Covariances déterminées par le
processus spatial AR(1) sur une droite

Localisations sur une droite

i-2 i-1 i i+1 i+2

Les processus spatiaux sont plus complexes :
= Vi=pii Vi) Y,
= par substitution, on obtient :
i-1 dépend de j-2 et de i, i+1 dépend de j et de j+2

notons la présence de Y, (ce qui n’est pas le cas dans le domaine temporel)

Yi = P{[P( Yio "‘(@) + ui—1:| + [,0(®+ Yii2 ) +Ui, } +U;

Yi = 2,02®+ P2 Yiot ,02 Yiso T PUi4 + P, + U,
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Structure de la covariance
processus spatial AR(1) sur une droite

Structure de la covariance de y
Hypotheses

= processus stationnaire en variance dans l'espace :
V(yi+h) :V(yi—h) pour h :1’ 2

p| <0.577 processus non explosif
= |"espace du parametre dépend du nombre de voisins

V(Y) = oV (Yiy + Vi) + 07 +200V[ (Vg + Vi )y |
V(y;) = ,02 [V(yi—l) +V (V;.1) +2C0V(Y,, Yi+1)]+ GUZ + 2C0V[( Vi, + yi+1),ui]

COV(Y; 1, Yig) # 0 cov(y; ,,u;) #0 COV(Y;,;,U;) #0

" Vi1 etVi,, contiennent tous deux Y;, par conséquent E(yi_lyi+1) =0, E(yiﬂui) =0
différent du cas temporel : pas de forme récursive simple

mais la structure de la covariance est entierement déterminée par le processus AR(1)
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Processus spatial AR(1) sur une droite

Modélisation avec une matrice de pondération spatiale W :
y=pWy+u, ouy=(l-pW)"u

avec W une matrice de contiguité de dimension (5x5)

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
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Matrice de variances-covariances

Matrice de variances-covariances de y

V(y)=E(yy)=(1-pW) E(uu)(1-pW")
E(w)=0c’l aveco =1 p=03 = V(y)=0-0,3W)7(1-0,3W")™

0,20068 ' 0,072398
46 0,20068

-1

1,3887 , 0,92523 0,4

0,92523

1,8497 1,1

0,072398 0,20068 0,46106 0,92523 1,3887
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0,027 @ 0,0081
Matrice de corrélation pour le
0, 0027 processus temporel AR(1)

Guz =letp=0,3

0, 9
cov Y
0, 3 cor(y,.y,,) = Voo Yin) o
Jvar(y,)var(y,,)
0,0081 0,0 0,09 5 1

Guzzletp:O,B 1

Matrice de corrélation pour le
processus spatial AR(1)

0,5773

cov(y;,Y;)
\/var(yi)var(y,-)

cor(y;,y;) =




AR(1) spatial versus AR(1) temporel

Espace

= Variances non constantes et plus grandes
= Covariances plus grandes
= Corrélations plus grandes

= Covariances liées au décalage spatial, mais ne prennent pas la méme valeur
pour tous les voisins de méme ordre

Temps
= Variance constante

= Covariances/corrélations identiques pour le méme décalage temporel
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Processus stochastiques spatiaux
SAR et SMA



exemple pour N = 6 unités spatiales
contiguité représentée sur un plan ou une carte
contiguité = frontiere commune
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Matrice de contiguité du premier ordre

0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1
1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0
0 0 1 0 0 0
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Modele autorégressif spatial - SAR

Spécification
= supposons sans perte de généralité que E(y)=0
- y=pMy+uetu~(0,c°l)
(I-pNV)y=u = y=(1-gV)"u

Structure de la covariance

" E(yy)=(1-pW) EQuu)(1-pW )"
E(yy) =00 (1-pW) " (1-pW")"
E(yy) =i [(1-pW)'(1-pW)]
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Covariance - SAR

0=02; o’ =1
2,1436 1,4492 0,41829 1,4492 1,5316 0,10197
1,4492 2,1436 0,41829 1,4492 | 1,5316 0,10197
0,41829 0,41829 1,3565 0,41829 0,79701 0,49108
1,4492 11,4492 0,41829 2,1436 1,5316 0,10197

1,5316 1,5316 0,79701 1,5316 2,3971 0,21435

0,10197 0,10197 0,49108 0,10197 0,21435 1,1422
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Corrélation - SAR

0=02; o’ =1

1 0,67604 | 0,2453 0,67/604 0,67567 0,06517

0,67604 1 0,2453 1 0,67604 0,67567 0,06517

0,2453 | 0,2453 1 0,2453 0,44199 0,39453

0,67604 0,67604 0,2453 1 0,67567 0,06517

0,67567 0,67567 0,44199 0,67567 1 0,12954

0,06517 0,06517 0,39453 0,06517 0,12954 1
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Modele moyenne mobile spatial - SMA

Spécification

Structure de la covariance
E(yy)=(1+pW)Eu’)(I+pW)'
E(yy)=0o;(1+pW)(1+pW")
E(yy) =0y [1+pW +W )+ pWW']
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p=0,2; o’ =1
1,12
0,48
0,04
0,48

0,48

Covariance - SMA

0,48

1,12

0,04

0,48

0,48

0,04

0,04

1,08

0,04

0,4

0,4

0,48

0,48

0,04

1,12

0,48

0,48

0,48

0,4

0,48

1,16

0,04

0,4

0,04

1,04
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Corrélation - SMA

p=0,2; o’ =1
1 0,42857 0,03637/0,42857 0,42112 0
0,42857 1 0,03637 0,42857/0,42112 0

0,03637/0,03637 1 0,03637 0,35737 0,37743

0,42857 0,42857 0,03637 1 0,42112 0

0,42112 0,42112 0,35737 0,42112 1 0,01641
0 0 037743 o 003641

8

27



