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GEOMETRIE dans 'ESPACE : quelgques mises au point.

Avertissement: ce document contient quelques exercices et itepégifigues dda géométrie dans
I'espace(ou plus médiatiquement die géométrie spatiale) lau programme du CRPE. L'objet du TD est donc de
faire le point sur un certain nombre de connaisssinécessairest(non suffisanteg pour abordergereinement)?
les questions de la partie mathématique de I'égreluvCRPE.

EXERCICE 1.

On considere le dessaicontre.

Il représente, en perspective cavaliere, un pawvi dr '

Completer chaque phrase par I'une des quatre estpnss. 5 ! B
© dans la réalité uniquement ; !

© sur le dessin uniquement ; A
© dans laréalité et sur le dessin ; .-H G
© nidans la réalité et ni sur le dessin. E F

1) Les pointsE, H etB sont alignés.

2) Les Gupports dessegment$BF] et[BC] sont perpendiculaires.

3) Les Gupports dessegment$EF] et[DC] sont paralléles.

4)  Les upports dgssegment$DH] et[AB] sont sécants.

5) Les segmentBG] et[CF] ont la méme longueur et sont perpendiculaires.

6) Laface(ABCD) est un parallélogramme, non rectangle.

7) Laface(ABFE) est un rectangle.
Indication: on peut utiliser des couleurs en surlignantdégets sur lesquels on travaille.

EXERCICE 2.

Construire un patron de chacun des solides suivants
1) Un pavé droit de dimensions : 5,5cm, 4cm et 2,5cm.
2)  Un prisme droit a base triangulaire, dont les disiams de la base sont : 5,6cm, 4,2cm et 3,3cm et
la hauteur 7cm
3) Uncylindre droit de hauteur 5cm et de rayon dguaksde base 2cm.
4)  Un cbne de révolution de hauteur 6¢cm et de dianuetrdisque de base 4cm.

EXERCICE 3.

Le tétracube. On appelle tétracube, un solide obtenu par uenalsiage de quatre cubes identiques collés

face contre face
On travaille dans un réseau pointé, voici une pr@ation d’un tétracube. Le but de I'exercicedeskes

représentef OUS.

Indication: il y a deuxpavés eP autres solides non convexes.

! Un point important on dira que deux tétracubes sont différentpasi,un déplacement quelconque, ils ne peuvent jpas &
mis dans un méme moule.
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EXERCICE 4. D C

Soit le cube ci-contre d'aréte

En coupant ce cube suivant le p{&CH),
on obtient deux polyédres ou deux solides.

L’exercice ne concerne que le solide ne contenasGp
On I'appelle le solid@.

Questions :

1) Donner le nombre d’arétes et de sommetS.de B Il G
2)  Nommer chacune des faces triangulaire§de
(Préciser la nature de chacun des triangles, igigtif = -
E F
3)  Calculer le volume di
(Indication: volume pyramide = 1/¥ aire (base)x hauteur).

EXERCICE 5.

Le probléme du verre remplinai-hauteur ou ami-volume.

PREMIER CAS On dispose d’'un verre ayant la forme daylindre droit de révolution. Est-ce
que si on remplit ce verre a mi-hauteur ou a mun@, on boit la méme quantité de liquider
alcoolisé, bien entendy ? Expliquer.

DEUXIEME CAS. On dispose d'unerre a pied de forme coniqueOn le remplit & moitié ; ouli,
mais, ami-hauteur ou ami-volume ? C’est une question a étudier !

1)  On remplit ce verre ei-hauteur. On s’intéresse au rappq\}/%, ouVL est le volume du liquide
(le méme que précédemmenetVC le volume du cdne. On demande d’évaluer ce raR\fa(L?rt

2)  On remplit maintenant ce méme verrmiavolume. Evaluer le rapporE, ouh désigne la hauteur

du verre conique & la hauteur du liquide. On peut travailler avecHgpotheses suivantes : hautéur
du verre conique = 10cm et diamedreu verre conique = 10cm.
3) C’estI'heure de I'apéritif. Qui d’entre nous y amsé ?

EXERCICE 6.

1) On considére un tétraedre régulier en bois domdaure de la longueur de chaque aréte &aut
On tronque ce tétraedre en coupant le morceau wltgrartir de chaque sommet en retirant le tiers de
chaque aréte. Indiquer le nombre de faces, de stsmehal’arétes du nouveau solide en précisant la
nature des faces. Facultatdiéterminer le volume de ce nouveau solide eotiom dea.

2)  On considere un cube en bois dont la mesure amtpeur de chaque aréte vAuOn tronque ce
cube en coupant le morceau obtenu a partir de ehagmmet en retirant la moitié de chaque aréte.
Décrire le nouveau solide ainsi obtenu. Facultat&terminer le volume de ce nouveau solide en
fonction deb.

3) Pour aller plus loin, essayer de représenter lédesotronqués définis ci-dessus.
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« PISTES » de CORRECTION.

Quelgues définitions et propriétés.

© On appellesolide géométriquetout objet indéformable ayant trois dimensions)itié par des
surfaces fermées. On peut distinguer deux type®lies :
® ceux délimités par une surface uniquement compdsdgmlygones, on les appelle les
polyédres ;
® ceux dont une au moins des parties de la surfacenistituant n’est pas un polygone,
on les appelle les non-polyédres.
Quelques exemples emblématiqués pave droit est un polyedné st délimité par des rectanglest le
cbne de révolution est un non-polyédre : il n’est délimité uniguement par des polygones.

@) Ou il est question de vocabulaire spécifiqii@ces aréteset sommets voir les bons manuels de
préparation au CRPE !

© On peut reconnaitre un polyedre convexe au faitgjuen le « pose » sur une surface plane, il
« repose » alors sur une face entiére. Sinon,tajudile polyédre est non-convexe (ou concave).

© Parmi les polyedres convexdsy en a qui ont des caractéristiques particabeCe sont ceux dont :
0] toutes les faces sont des polygones réguliers ;
(i) le méme nombre d’arétes part de chaque sommetrmiaid le méme angle. Ces polyedres
sont lespolyedres réguliers (il en existecing : on les appelle aussi les solides de Plaon,
cherchey.

On s’arréte la pour cette partie.

© Autre point de vocabulaireprisme, pyramide, cylindre de révolution, cone de révolutionet
boule, voir (bis) les bons manuels de préparation au CRPE.

Représentations planes des solideOn dispose de plusieurs représentations d’unesaligt un plan :
des représentations en perspective (centrale, i€ejalaxonométrique, ...), une représentation des
différentes vues, des patrons. Ce passage de despaplan entraine une perte d’informations. HEet,ef
une représentation ne peut rendre compte a laléola vision d’'un objet et de ce qu’on sait de din
point de vue mathématique. Ces « phénomenes »xt@ptaiés par B. PARZYSZ qui a mis en évidence
le conflit entre le &/U » ou le «PERCU » et le «<SU ». C’est un point délicat de I'enseignement !

On continue du c6té des mathématiquesstulats de la géométrie euclidienne dans I'espadés’agit
de définir ce que sont desoites, desplans, de caractériser les positions relatives de ds@tede plans.
Voir la correction dd’'exercice 1 Ainsi que les bons manuels de géométrie de finallege ou de début
de lycée !

On termine pales types de problemea traiter en géométrie dans I'espace.
En fait, on retrouve les types de probléemes idiéstien géométrie planeEDECRIRE, CLASSER,
RECONNAITRE , REPRODUIRE, CONSTRUIRE, REPRESENTER, CALCULER, ...

RECONNAITREunN solide : a partir d’'un de ses patrons ou ungedeeprésentations.
DECRIREunN solide, oralement ou par écrit : en le voyaneo I'imaginant.

REPRESENTERIN solide en perspective ou autrement, en le ayapas.

CONSTRUIREunN solide, a partir d’'un patron ou d’autres infations. CONSTRUIREIN patron.
CALCULER des longueurs, des aires et des volumes, paicapph de formules ou autrement. ...

Se reporter auM de géométrie pour plus de précisions.
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EXERCICE 1.

1) Les pointsE, H etB ne sont pas alignés, ni dans la réalité, ni sdegsin.
2) Les segment$BF] et [BC] sont perpendiculaires dans la réalité, mais pas sur le dessin. C'est une
information qu’on perd dans la représentation e@spextive cavalierevfir page précédente
3) Les segmentfEF] et[DC] sontparallelesdans la réalité et sur le dessin. En effet, |spestive cavaliere
conserve le parallélisme. On(&F) // (AB), car cotés opposeés du rectan@dBFE) et (DC) // (AB), car cotés
opposés du rectang{@&BCD), les droiteqEF) et (DC) sont donc paralleles, car toutes deux parallelanea
méme troisieme droitéAB).
4) Les segmentfDH] et[AB] ne sont pasécantsdans la réalité, méme si elles le sont sur leinleBs fait,
les segment$DH] et [AB] sontorthogonaux L’orthogonalité est le « pendant » de la perpeuldrité dans
I'espace : les droites ne se coupent pas néceassaiteOn gAB) perpendiculaire au pla\DHE), cette droite
est alors orthogonale a toute droite de ce plamg,d8B) est orthogonale @H).
5) Les deux segmeni{BG] et[CF] n'ont pas la méme longueur sur le dessin, ilsam gas perpendiculaires
ni sur le dessin, ni en réalitétudier le cas ou la faclBBCGF) est un carré
6) a)Dans la réalit§ ABCD) est rectangle comme face d’un pavé droit.

b) Par convention, la perspective cavaliére comségvparallélisme ; donc, sur le dessin, on a
(AB) parallele gDC) et(AD) parallele gBC) ; (ABCD) est un parallélogramme.
7 a) Dans la réalit§ ABFE) est un rectangle, comme face d’'un pavé droit.

b) Sur le dessi(ABFE) est aussi un rectangle.

EXERCICE 2

1) Facile 'Patron d’'un pavé droit : les dimensions ne sont pas marquées.

Il'y a une erreur dans le patron ci-dessus : iltféahanger les deux rectangles du bas, comme iagigqules fleches
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2) Facile aussPatron d’un prisme droit a base triangulaire, penser au TOBLERONE. Miam, Miam...

3) Patron du cylindre droit de révolutiodeux disques et une surface cylindriqgue

Pour les deux patrons de cette page, les dimensions pas été respectées.
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4) Justification pour la construction du patroncdne

AppelonsS le sommet du céne & un point sur le cercle de base. La longusit est constante. Le
patron va donc étre composé d'un disque de diamMetre et d'une portion de disque dont il reste a
déterminer rayon et angle.

Si O est le centre du cercle de base, le tria(@@M) est un triangle rectangle én D'apres le théoreme
de Pythagore, on a doiv®> = 6 + 22 = 36 + 4 = 40.

SM est donc la racine carrée de 40 soit environ §82). Vocabulaire on dit que[SM] est une
génératrice du cone de somret

La longueur de la circonférence de ra@M correspond a un angle au centre de 360°.

Il faut déterminer la valeur de I'anti&P.

L'arc MPa pour longueur la longueur du cercle de ce@te de rayon 2cm.
Il y a proportionnalité entre la longueur de l'arc et I'angle au centreespondant.

Valeur de I'angle au centre (en 360 ?
degré).
Longueur de I'arc intercepté (en 2 X pi x\/ﬂ) 2xpix2
cm).

Le calcul aboutit a un angle d&4°, ce qui permet de conclure.

Pour mettre a I'épreuve la technique proposée,tngresun patron, a I'échelle 1, d’'un cone de rétioh
de rayon de disque de base égal a 3cm et de h&a®ur
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EXERCICE 3

Encore un exercice astucieux qui demande de bieir « les assemblages. Dans ce cas, il est candeilréaliser
les assemblages.

Il'y a deux paveés droits etix solides non convexes. Il faut bien voir que Idmee@ et@ ne rentrent pas dans le
méme moule, c'est-a-dire qu’ils ne sont pas ideetd

Autre point, la perspective utilisée ici n'est pexePC.

La valise POLYDRON et les cubes manipulés en TD ont confirmé la réponse.

Lensemble des soluzions,

EXERCICE 4.

1) On aremplac@& arétes du cube p8rarétes qui sont des diagonales des faces caméashd. Le nombre
d'arétes dég reste dond2 arétes. On a supprimé un sommet du cube. Le nodessmmets dg est
donc der.

2) a) Les segmenf€H], [CF] et[HF] sont des diagonales des faces carrées du cuia¢ :ig@HF) est donc
untriangle équilatéral.

b) (FBC) et (DHC) sont dedriangles rectangles isocélesles anglesBCet HBC sont des angles droits
comme angles des faces carrées du cube inBi@k;,BF = HD = DC comme c6tés des faces carrées du cube
initial.

3) Volume de@ = volume du cub€éABCDEFGH) — volume de la pyramid6CFGH). C’est la formule la
plus efficace pour calculer ce volume !

En prenanC comme sommet de la pyramidg(EGH) comme base triangulaire, on a les calculs suivants

aire (FGH) = % aire (EFGH) = % & Volume (CFGH) =% x5 d#xa =< o

6
[P S 1 3 5 3
D’ou : [Volume(S) =é-ga =53}
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EXERCICE 5.
PREMIER CAS.

Le volume d'un cylindre est le produit de l'aire ldebase par la hauteur. La base étant une coestiant a
proportionnalité entre volume et hauteur de liquide. Donc, dansase remplir le verre & mi-hauteur équivaut a
remplir le verre & mi-volume.

DEUXIEME CAS.

1) Dans le cas ou on remplit le verre a mi-hautmrapport\% est

egal a% Pourquoi ?

& On utilise une propriété dite dukg k? k*» vue au collége qui A’ B’
nous dit que si on multiplie (ou on divise) gamune dimension
d’un solide, alors 'aire de son patron est mukigbu divisée) par
k? et le volume pak®.

# On a oublié cette propriété. Il faut s’en sortir fE|calcul ! On va
utiliser les informations numériques données dagsohcé.
VC = 1/3 x pi x 5 x 5 x 10 = 1/3x pi x 250 (cn).

VL = 1/3% pl x25x25x%x5=1/3x p| x 31,25 (Clﬁ) OI’321535:

8, d’ou la réponse. Résultat qui peut surprendre !

2) Maintenant, on remplit le verre a mi-volume,atrercher a évaluer
la hauteur du liquideMoir la figure ci-dessys

VL = 1/3x pi x 125 (cri) (v), puisque le verre est rempli & mi-volume.

OrVL =1/3xpix A’B’ x A’'B’ x SA’ (¢), en prenant les notations de la figure. Il nouscua ainsi le
rayon (=A’B’) et la hauteur (SA’). On peut exprimeBA’ en fonction d&A’B’ , dans le triangl¢SAB),
puisqu’on connaiAB (= 5cm) etSA (=10cm). En effet, les droitd®\'B’) et (AB) sont paralléles. On

peut ainsi appliquer le théoréme de Thales audieafSAB). On a SSAA = SSBB —AABB ; c'est-a-dire :
% :%, d'ou2 x A'B’ = AB, autrement dit : le rayon est la moitié de la baufouf !).

Application : on identifie les formulew () et @ ).

On obtient 1/3 x pi x 125 = 1/3% pi x % X% x SA’. On simplifie, il resté&500 = SA® : on doit donc

chercher un nombre¢sitif) qui, élevé au cube donne 500. On peut utilisealaulatrice et la touc@

ou faire afficher la racine cubique de 500. Mais peut aussi raisonner et trouver une bonne
approximation de la valeur voulue en testant dées@ calculer. Par exemplé x 7 x7 = 7= 343 et 8

x 8 x8 = § = 512. Cette information est suffisante pour djue le niveau est situé entre 7cm et 8cm. On
continue ... Finalement, on obtient une hauteur agpes égale ,9cm D’ou le rapport demandé.

EXERCICE 6.

La meilleure solution pour répondre aux deux qoestide cet exercice est de fabriquer un patrorhdeun
des deux solides, puis de « remonter » ce soliite,da trouver le nombre d’arétes, le hombre deefadeurs
natures, et le nombre de sommets.

De plus, pour le cube tronqué, nous vous renvoyohiexercice de cube tronqué», construit a partir des
sujets du CRPE de CAEN 1995 et La REUNION 198@és(réponses aux questionsl@égercice 6sont étudiées
en détails).
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