
Comportement dépendant du 
temps (différé) des matériaux 



- Comportement différé (cours de formulation du béton, béton armé, béton précontraint):
+ Béton: retrait et fluage
+ Acier: relaxation
+ Cause d’une perte de précontrainte entre 10 à 20% à long-terme

- La prise en compte du comportement différé (retrait et fluage du béton, relaxation
d’armature) dans EC2: formules (modèles) empiriques
+ Par exemple: coefficient de fluage du béton
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Comportement différé des ouvrages dans le massif rocheux

- Convergence des excavations profondes
dans les massifs rocheux

+ Exemple: tunnel ferroviaire Lyon-Turin. Le
comportement fortement différé de la roche
crée une forte convergence dont la magnitude
dépasse 2m après 145 jours et à une distance
de 60m du front de taille (M.H. Tran 2014).

-> comportement fortement dépendant du
temps de la roche

-> conséquence significative sur la conception
des revêtements (en béton, acier,..)



Orniérage des chaussées bitumineuses



Orniérage des chaussées bitumineuses





Comportement sous sollicitation harmonique. 

Essai de fatigue (enrobés)

- L’essai consiste à solliciter le sommet d’une éprouvette

trapézoïdale encastré sur sa grande base une sollicitation

cyclique sinusoïdale de fréquence constante. Dans un essai

de fatigue, un grand nombre de cycles de sollicitation est

appliqué jusqu’à la « rupture » de l’éprouvette, soit par

définition, lorsque la valeur du module complexe de rigidité

(c’est-à-dire la norme du module complexe) ne représente

plus que la moitié de sa valeur initiale.

https://www.youtube.com/watch?v=Qd2zsRQdO88



Comportement différé observé au laboratoire



- Essai de fluage (béton, roche, acier, bois…)

+ essai de fluage (ou l’expérience de retard): le

principe de cet essai est d’imposer à l’éprouvette

d’un matériau homogène une contrainte en

compression constante et on observe les

déplacements (vertical, horizontal) dans le temps.
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- Essai de relaxation (acier, béton, roche…)

+ Le principe de l’essai de relaxation: on impose et

maintient une déformation constante et on observe

l’évolution en fonction du temps de la contrainte

dans l’éprouvette du matériau

( ) ( )
0

0

tt Y t =

( ) ( )0 0

0 , ,t R t t  =

fonction de 
relaxation:



- Essai de recouvrance et d’effacement

+ L’essai de fluage (ou de relaxation)

pourrait également être réalisé sous

la forme de charge-décharge qui est

connu sous le nom d’essai de

recouvrance (ou d’effacement). Le

principe de ce type d’essai est

d’imposer en créneau une charge

d’amplitude 0 (ou 0) à partir de

l’instant t0 qui est suivi par la phase

de décharge instantanée de même

amplitude à l’instant t1.



Résultats d’essai de fluage



- Résultats d’essai de recouvrance: cas général d’un matériau élasto-viscoplastique



- Résultats d’essai de fluage (recouvrance) cyclique des matériaux bitumineux



- Essai sous les sollicitation harmonique
(enrobés)

Déphasage entre la
sollicitation et la réponse
-> comportement
visqueux du matériau ??



Comportement viscoélastique

=0



Comportement viscoélastique

Extrait à partir Tainstrument.com
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Comportement viscoélastique



Comportement sous sollicitation harmonique. 

Sollicitation sinusoïdale de pulsation 

0( ) sint t  =

+ Comportement purement élastique 
(déphasage = 0)

0 0( ) ( ) sin sint E t E t t     = = =

+ Comportement purement visqueux 
(déphasage = 90°)

0 0( ) . '( ) cos sin( / 2)t t t t       = = = −

+ le déphasage  caractérise le comportement plus ou moins élastique du matériau. Plus 
tends vers /2, plus le caractère du matériau se rapproche de celui d’un fluide visqueux



Comportement viscoélastique linéaire

On adopte par la suite un comportement linéaire du matériau où le principe de

superposition est applicable. Sous cette hypothèse, la déformation (t) à chaque instant t

dépend de l’histoire de la contrainte  jusqu’à cet instant. Par exemple, dans le contexte

de l’expérience de recouvrance, la réponse de déformation à l’instant t :

( ) 0

0 1( ( , ) ( , ))t J t t J t t = −

0



Comportement viscoélastique linéaire



Comportement viscoélastique linéaire

Forme de l’intégrale

de Stieltjes par

rapport à la dérivée

de la sollicitation

r

r
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Comportement viscoélastique linéaire

Pour le matériau non-vieillissant (c’est-à-dire ses propriétés mécaniques n’évoluent pas 
avec le temps), la fonction de retard et de relaxation sont exprimées sous la forme

( )0 0, ( )J t t f t t= − ( )0 0, ( )R t t r t t= −

( ) ( ) ( )
( , )

( , ) ' ( ) ( , )

t t
J t

t J t d t J t t d


        


− −


= = −

 La superposition donne la solution: 

( ) ( ) ( )' '( ) (0) ( ) ( )

t

t t f f t d f t d         


− −

= + − = − 

Le produit de convolution de 
Riemann: 

'*f = '*r =ou

ou

Les deux fonctions de retard f et

de relaxation r vérifient :



Comportement viscoélastique linéaire

Transformation de Laplace (s: variable 
dans l’espace de Laplace)

 ( ) ( ) stL g s g t e dt



−

−

= 

La transformation de Laplace-Carson de la distribution g, noté gLC, est la transformée de

Laplace de la dérivée de g :

   ( ) ' ( ) . ( ) ( ) st

LCg s L g s s L g s s g t e dt



−

−

= = = 

Une des propriétés essentielles de la transformation de

Laplace et de Laplace-Carson concerne le changement du

produit de convolution en produit :
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Ainsi:
( ) ( )( )LC LC LCs f s s ='*f =



Comportement viscoélastique linéaire

Nous avons une relation linéaire entre contraint-déformation dans l’espace de Laplace-

Carson du matériau viscoélastique linéaire:

( ) ( )( )LC LC LCs f s s = ou ( ) ( )( )LC LC LCs r s s =

avec : ( )( ) 1LC LCr s f s =

Ces relations sont similaires que celles d’un matériau élastique linéaire dans l’espace de 

Laplace Carson (cas unidimensionnel) dont le module d’Yuoung est E=rLC(s).

En absence de vieillissement, la solution du problème d’évolution dans le temps 
(l’expérience de fluage ou de relaxation) d’un comportement linéaire du matériau est 
identique à une équation de comportement élastique linéaire dans l’espace de Laplace-
Carson



Comportement viscoélastique linéaire

Théorème de correspondance

- Sous l’hypothèse des petites perturbations, le problème statique avec les conditions 
aux limites invariables dans le temps d’un matériau dont le comportement évolue 
linéairement en fonction du temps s’écrit dans l’espace de Laplace-Carson est 
formellement identique à un problème d’équilibre élastique linéaire

- Si la solution explicite (analytique) du problème d’équilibre élastique linéaire existe, 
elle est directement appliquée pour déduire la solution du problème original 
d’évolution dans l’espace de Laplace-Carson

- Une transformation inverse de Laplace-Carson permettra de déduire la solution 
cherchée dans l’espace temporel. Ce principe d’application de la solution du problème 
élastique linéaire pour déduire la solution du problème d’évolution dans l’espace de 
Laplace-Carson est connu sous le nom de théorème de correspondance. 



Comportement viscoélastique linéaire: extension dans 
le cas 3D

- Dans le cas général en 3D, les expressions de contrainte et de déformation seront

écrites sous la forme tensorielle. A titre d’exemple, les expériences de retard et de

relaxation seront reformulées sous formes :
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Comportement viscoélastique linéaire: extension dans 
le cas 3D

- Dans le cas du matériau viscoélastique

linéaire non-vieillissant isotrope, nous

avons la loi de Hooke dans l’espace de

Laplace-Carson :
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- Dans la pratique, très souvent on considère 
que le coefficient de Poisson du matériau est 
constant
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Théorème de correspondance

Comportement viscoélastique linéaire: extension dans 
le cas 3D

- les équations du problème 
d’équilibre mécanique dans 
l’espace de Laplace-Carson

div ( ) ( ) 0

1
( ) grad ( ) grad ( )
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( ) : ( ) tr ( )
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+ =
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- sous les conditions aux limites SU

et ST qui sont indépendantes de 
temps t

0,U T U TS S S S =  = 



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

- Pour décrire le comportement viscoélastique des matériaux, plusieurs modèles

rhéologiques qui sont construits de manière empirique, ont été présentés dans la

littérature. Le mot Rhéologie initialement proposé par Bingham en 1922 est utilisé de

nos jours comme la science des déformations et des écoulements de la matière. La

recherche de la rhéologie consiste donc à décrire le comportement des matériaux à

l’état solide, à l’état fluide et lors de transitions entre ces deux états.

- De manière général, les modèles rhéologiques

utilisés en viscoélasticité linéaire pour le matériau

non vieillissant sont construits à partir de

l’ensemble de deux éléments de base: un ressort

pour présenter le comportement élastique

linéaire et un amortisseur pour caractériser le

comportement visqueux linéaire.



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

E- Le modèle du ressort dont la raideur 
constante E est utilisé pour présenter 
le comportement élastique linéaire du 
matériau

( ) . ( )t E t =

- En utilisant ce modèle de ressort, on obtient les

fonctions de retard et de la relaxation pour les essais

de fluage et de relaxation dans l’espace du temps et

l’espace de Laplace-Carson comme les suivantes :

( ) 1
( ) , LC

Y t
f t f

E E
= =( ) ( )( )LC LC LCs f s s ='*f = ou

( ) . ( ), LCr t E Y t r E= =



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

- Le comportement visqueux linéaire est modélisé 
par l’amortisseur dont le coefficient de viscosité 
indépendant du temps  est définit à partir de la 
relation entre la contrainte et la vitesse de 
déformation (ou dérivée de la déformation par 
rapport au temps): 



( ) . '( )t t  =

- En utilisant ce modèle de l’amortisseur, on obtient

les fonctions de retard et de la relaxation pour les

essais de fluage et de relaxation dans l’espace du

temps et l’espace de Laplace-Carson comme les

suivantes :

( ) ( )( )LC LC LCs f s s ='*f = ou

. ( ) 1
( ) ,

.
LC

t Y t
f t f

E s
= =

( ) . , .LCr t s r = =



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Maxwell E 

- Le modèle de Maxwell est constitué d’un ressort relié 
en série avec un amortisseur

' ' '( ) ( )
'( ) ( ) ( )e v
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t t t

E

 
  


= + = +

- En utilisant ce modèle pour l’essai de fluage 

1 1
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+ fonction de retard: 1 1
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= +
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Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Maxwell

+ fonction de relaxation: 1 . .
LC

LC

E s
r

f s E




= =

+

.

( ) .

E t

r t E e 
−

=

+ Réponse aux essais de 
fluage et de relaxation: 
instantanée avec r(t=0)=E
ou f(0)=1/E

+ à l’infini: t->, nous avons: f(t->) ->  et r(t->) -> 0



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Maxwell

+ Réponse à l’essai de recouvrance:

+ Réponse à l’essai d’effacement:



Résultats d’essai de fluage



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Kelvin

- Le modèle de Kelvin est constitué d’un ressort relié en 
parallèle avec un amortisseur



E

- En utilisant ce modèle pour l’essai de relaxation: 

( ) ( ) ( ) ( ) . '( )e vt t t E t t     = + = +
.LC LC LC LC

LC LC
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+ fonction de relaxation: 
LCr E s= + ( ) . ( ) . ( )r t E Y t t = +



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Kelvin

+ fonction de retard:
1 1 1

, ( ) (1 )

E
t

LC

LC

f f t e
r s E E





−

= = = −
+

+ Réponse aux essais de fluage et de relaxation

+ A l’instant t=0: f(t)=0 ce type 
de matériau n’a pas d’élasticité 
instantanée

+ A l’infini (t->): (t->)=0/E

(assai de fluage) alors (t)=0.E

(essai de relaxation).



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Kelvin

+ Réponse à l’essai de recouvrance:

+ Réponse à l’essai d’effacement:

E.0



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Maxwell généralisé

- Le modèle de Maxwell généralisé constitue d’un 
ressort et de m modèles de Maxwell assemblés en 
parallèle 

1

i

m
ME

i
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= +

- En utilisant ce modèle pour l’essai de relaxation: 
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jME
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Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Zener (cas particulier du modèle de Maxwell généralisé avec 
m=1)

1 1 1

1 1

ME

LC LC LC

E s
r r r E

s E




= + = +

+

1

1

1( )

E t

r t E E e


−

= +

- Le modèle viscoélastique de Zener est obtenu

par l’assemblage du modèle de Maxwell en

parallèle avec un ressort.

- La fonction de relaxation dans l’espace temporelle et celui de Laplace-Carson peut

être déduite par une addition des fonctions composantes du ressort et celles du

modèle de Maxwell :



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Zener

- La fonction de retard:

1 1

1 1 1

1

( )
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E s
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r s E E E E





+
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+ +
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1 11
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= − 
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+ Réponse aux essais de fluage et de relaxation

+ A l’instant t=0: f(t)=1/(E+E1) =1/r(t)

+ A l’infini (t->): ()=0/E

(assai de fluage) alors (t)=0.E

(essai de relaxation).



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Kelvin généralisé

- Le modèle de Kelvin généralisé constitue 
d’un ressort et de m modèles de Kelvin 
assemblés en série 

1

i

m
KE

i

  
=

= +

- En utilisant ce modèle pour l’essai de fluage: 

1

1 1
i

m
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Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Kelvin-Voigt (cas particulier du modèle de Kelvin généralisé 
avec m=1)

- Le modèle viscoélastique de Kelvin-Voigt est

obtenu par l’assemblage du modèle de Kelvin

en série avec un ressort.

- La fonction de retard dans l’espace temporelle et celui de Laplace-Carson peut être

déduite par une addition des fonctions composantes du ressort et celles du modèle

de Kelvin :

1 1 1 1
( ) (1 ),
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Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Kelvin-Voigt

- La fonction de relaxation :

.1
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K
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r E

f E E s





+
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KE E t

r t K E K e Y t

+
− 

= + − 
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E E
K

E E
=

+

+ Réponse aux essais de fluage et de relaxation

+ A l’instant t=0: f(t)=E=1/r(t)

+ A l’infini (t->):

()=0/K (assai de fluage)

alors (t)=0.K (essai de

relaxation).



Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Burger

- Le modèle viscoélastique de Kelvin-

Voigt est obtenu par l’assemblage du

modèle de Kelvin en série avec le

modèle de Maxwell.

- La fonction de retard dans l’espace temporelle et celui de Laplace-Carson peut être

déduite par une addition des fonctions composantes du modèle de Maxwell et celles

du modèle de Kelvin :

1 1 1 1 1
( ) (1 ) ( ),

. .

K

K

E
t
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t
f t e Y t f

E E E E s s
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Modèle rhéologique pour présenter le comportement 
viscoélastique du matériau

Modèle de Burger

- La fonction de relaxation :

+ Réponse aux essais de fluage et de relaxation

. ( . )1

. ( . )( / )

K K
LC

LC K K

E s E s
r

f E s E s E s



 

+
= =
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t b a t b a t b a t b a
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E

r t a e c e a e c e
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− − + +
− − − −

= − + +

2( ( )) 4 ; ( ) ;

( ) ; 2 ;
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K K K

a E E E E b E E

c E E d

       

    

= + + − = + +

= + − =

+ A t=0: f(0)=1/E et r(0)=E qui

présentent en fait le comportement

instantané.

+ A l’infini (t->  ): f(t-> )-> ;

(r(t->) ->0).



Comportement sous sollicitation harmonique. 
Module complexe

- Le comportement viscoélastique linéaire du matériau peut également être caractérisé

expérimentalement en appliquant une sollicitation sinusoïdale de pulsation  en

cisaillement, flexion ou traction-compression. Le module complexe est calculé à partir de

ce type de chargement.

0( ) sin( )t t  =

0( ) sin( )t t   = −

+  représente le retard de phase 
entre les deux signaux dû au 
caractère viscoélastique du 
matériau 



Comportement sous sollicitation harmonique. 
Module complexe

+ Le module complexe s’écrit donc sous la forme :

- La sollicitation et la réponse peuvent être exprimées sous la forme complexe en posant

0 0( ) , ( )i t i tt e t e      −= =

0 0

0 0
( )

i t
i i

i t

e
E e E e

e


 

 

 


 −
= = =

- Le module complexe peut également être décomposé en deux partie :
la partie réelle E1 est appelée le module d’élasticité et E2 la partie 
imaginaire est appelée le module de perte. 

1 2E E iE= +

2

1

tan
E

E
 =

- On définit également la viscosité dynamique : 2 1
1 2

E EE
i i

i
  

  
= = − = −



Module complexe des modèles rhéologiques
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Module complexe des modèles rhéologiques
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Modèle Maxwell:

- On constate: le modèle complexe a la même forme que la fonction de relaxation dans

l’espace de Laplace Carson en considérant s=i*
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Modèle de Kelvin: E E i= +LCr E s= +

Modèle de Zener: 1 1
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Modèle de Kelvin-Voigt: .
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Modèle de Burger:
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Modèle

Maxwell:
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La partie réelle E1 est appelée le module 
d’élasticité et E2 la partie imaginaire est 
appelée le module de perte. 
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D’un point de vue énergétique:
W: énergie stockée (énergie élastique)
W: énergie perdue (convertie en chaleur par la friction moléculaire provoquant une 
dissipation visqueuse)
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Modèle

Maxwell:
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Modèle de

Kelvin:
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Comportement: viscoélastique non linéaire, élasto-viscoplastique

- Les modèles viscoélastique

linéaire ne permettent pas

reproduire ces observations

- Les observations au laboratoire et in-situ montrent un comportement dépendent du

temps très complexe du matériau

Modèle Burger

Modèle Kelvin



Comportement: viscoélastique non linéaire, élasto-viscoplastique

- Modèle viscoélastique non-linéaire: modèles fractionnaires

+ Amortisseur Abel:

Fonction Gamma:

+ Modèle Maxwell fractionnaire:
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Comportement: viscoélastique non linéaire, élasto-viscoplastique

- Modèle viscoélastique non-linéaire: modèles fractionnaires

+ Modèle Kelvin

fractionnaire:



+ Modèle Kelvin-Voigt

fractionnaire:



+ Modèle Burger

fractionnaire:





Comportement: viscoélastique non linéaire, élasto-viscoplastique

- Modèle élasto-visco-plastique

+ Modèle CVISC:

=0



Comportement: viscoélastique non linéaire, élasto-viscoplastique

- Modèle élasto-visco-plastique à potentiel:


