Comportement viscoélastique linéaire

Pour le matériau non-vieillissant (c’est-a-dire ses propriétés mécaniques n’évoluent pas
avec le temps), la fonction de retard et de relaxation sont exprimées sous la forme

J(t,t)=f(t-t)  ou R(t,,t)=r(t—t,)

Les deux f.onctlo’né Fle retard f et 10y (0)=1: F(0)r(0) =1;
de relaxation r vérifient :
t t 0J (z,t
La superposition donne la solution: e(t)= _f J(z,t)o'(r)dr = o(t)I(t,1) - J o(7) ;TT )

t o0

s()=o®)f(0)+ [ o(z) f (t-1)dz = [ o(z) f (t-7)dz

—00 —00

Le produit de convolution de

. c=f"*o ou o=r"*¢
Riemann:

dr



Comportement viscoélastique linéaire

Transformation de Laplace (s: variable L{g}(s) _ J‘ g(t)e—stdt
dans I'espace de Laplace) b

La transformation de Laplace-Carson de la distribution g, noté g,, est la transformée de
Laplace de |la dérivée de g :

0.9~ L{g}(9-sL{g}(9 =5 ove “a

Laplace et de Laplace-Carson concerne le changement du

Une des propriétés essentielles de la transformation de L{a*b} _ L{a} L{b}
produit de convolution en produit : (a*b I)LC =a. b

LC

Ainsi:

e=f"*co me) 5 ()= fc(S)oc(9)




Comportement viscoélastique linéaire
Théoreme de correspondance

- Sous I’hypothese des petites perturbations, le probleme statique avec les conditions
aux limites invariables dans le temps d’'un matériau dont le comportement évolue
linéairement en fonction du temps s’écrit dans |I'espace de Laplace-Carson est
formellement identique a un probleme d’équilibre élastique linéaire

-Si la solution explicite (analytique) du probleme d’équilibre élastique linéaire existe,
elle est directement appliquée pour déduire la solution du probleme original
d’évolution dans I'espace de Laplace-Carson

- Une transformation inverse de Laplace-Carson permettra de déduire la solution
cherchée dans I'espace temporel. Ce principe d’application de la solution du probleme
élastique linéaire pour déduire la solution du probleme d’évolution dans I'espace de
Laplace-Carson est connu sous le nom de théoreme de correspondance.



Comportement viscoélastique linéaire: extension dans

le cas 3D
Théoreme de correspondance
- sous Igs conc.zhtlc,)ns aux limites S, S, NS, =0, S,uUS. =80
et S; qui sont indépendantes de
temps t

divo . (S)+ pi(s) =0

- les équations du probleme 1 t
d’équilibre mécanique dans gﬁ(s) = E[gradé:lc (s)+ gradd,. (S)J
'espace de Laplace-Carson -

e () = 101 ()~ e (5) [

LC LC



Modele rhéologique pour présenter le comportement
viscoélastique du matériau

Modele de Maxwell
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Modéeéle de Zener
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Exemple d’application 1: convergence d’un tunnel non-soutenu
circulaire dans un massif rocheux viscoélastique linéaire et
incompressible sous I'état de contrainte hydrostatique

- Solution analytique dans le cas élastique
linéaire (probleme de déformation plane)

divo=0 mm) Lt =0
or r
E 1—V V r->00
o, = g + h
1+v\1-2v 1-2v Po
E (1-v V
o, = £, +
1+v(l—2v 1-2v




- Solution analytique dans le cas élastique linéaire (probleme de
déformation plane)

r->o00

g_au .
r or | ¢ I Po"

+ Conditions aux limites

ar(r:R):O, Gr(l‘—)oo): o

+ Solution du probleme isotrope et sous Ia
charge hydrostatique

b
U=ar+-—
r




- Solution analytigue dans le
déformation plane)

b

U=ar+—
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cas élastique linéaire (probleme de

r->00



- Solution analytique dans le cas élastique linéaire (probleme de
déformation plane)

r->o00

e O I

+ Conditions aux limites

E(aR’-b(1-2v)) O (1)1 2
fr(r:R): C)i-2) N <a=(1 )|(51 )
O (r—)OO)z at = pg b_(1+V)R2 h
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- Solution analytique dans le cas élastique linéaire (probleme de
déformation plane)

4 r->00
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Module de compressibilité K = =  G= B
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- Solution analytique dans le cas élastique linéaire (probleme de
déformation plane)

Q

Cas du matériau incompressible:

vy=05 K->ow
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Attention: I'état de contrainte dans le massif n’évolue pas en fonction

du temps.



- Solution analytique dans le cas viscoélastique linéaire (probleme de
déformation plane)

r->00

Gr — (1_ F) pO poh
< R2

Op = (1‘|‘r_2) pg

.

'état de contrainte dans le massif n‘évolue pas en fonction du temps:
ainsi dans le cas du massif viscoélastique linéaire on applique le
théoreme de correspondance (le probleme est équivalent au probleme
de fluage)
h
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- Modele de Maxwell du massif rocheux
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- Modele de Zener du massif rocheux
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- Modele de Kelvin-Voigt du massif rocheux
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- Modele de Burger du massif rocheux
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Influence du comportement différé du massif rocheux a la conception
du revétement (béton, acier)




Influence du comportement différé du massif rocheux a la conception

du revétement (béton, acier)
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Figure |15 - Représentation graphique de la méthode convergence
confinement dans le cas exisymétrique - massif viscoélostique



- Comportement élastique linéaire du revétement (béton, acier)
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Exemple d’application 2: précontrainte en compression

Tendons
Anchorage

Beam Teadon

________ —1l___

'::____: &
<=l Jacks

Pretension system

>
- . 4
= -4

SRR

G-

/// / , / /] /I l‘ \ \ «_" \a
- e P NN < e SIS, Sz 1

- N



Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Précontrainte le béton dont le
comportement est viscoélastique linéaire
par les armatures élastique (tendue et
ancrée sur les deux plaques)

- La contrainte tendue des armatures a l'instant initial t, est o,

+ En notant la contrainte dans les

armatures o(t) et dans le béton o,(t). 01(ly) =00, 0,(ly) =—0,

O
+ Le comportement instantané (t=t,) & (ty) = E_O, &,(t,) =—T1(t)o,

S

E.: module élastique d’armature, f(t): fonction de retard du béton



Exemple d’application 2: précontrainte en compression

Tendons

Enchorage Beam Teadon

- En fonction du temps: le comportement , ___________ -
viscoélastique du béton crée une S
déformation en compression (dans le béton
et aussi dans I'armature) et une diminution
de la contrainte dans chaque élément
(béton, acier)

&,(t)+o,(t) =0

+ il n’y a pas de chargement extérieure du
systéme, nous avons: a,(t) =—o,(t)

+ |la liaison entre béton et acier conditionne le méme raccourcissement
dans ces deux matériaux: g(t)—¢(t)=¢,01)—¢,(t,)



Exemple d’application 2: précontrainte en compression

& (t) —&(ty) =&, () — &, (1)

2= 0) _ fwp ~tt)o, 1)

E

avec: O, (to) — _Gl(tO) = —0y
0, (t) =—o,(t)

« o _ (1
(f(t)+ES) %= ¢ + 1 (1) |0,

S



Exemple d’application 2: précontrainte en compression

0%, =-9(t,)o,, 9(t)= f(t)+Ei
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Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Modele Maxwell du béton
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Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Modele Maxwell du béton
EE t
o, _[RO|_ e
o R(t,)

+ Application numérique:
E.=200(GPa), E=39.1(GPa),
n=4.14x10°(GPa/.s)




Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Modele de Kelvin du béton
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Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Modele de Kelvin du béton

E.+E
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o, | [R(t,) E+E,

+ Application numérique:
E.=200(GPa), E=39.1(GPa),
n=4.14x10°(GPa/.s)
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Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Modele de Zener du béton
_El(ES—i_E)l -
o,(t)| |R(t)| E(E+E +E)+EEe “"="5mn

o, | |R(t,) (E+E)(E+E,) " o
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o) j‘—/\/\/\/\r
+  Application  numeérique: TP
E.=200(GPa), E=E,= 39.1(GPa), osf N
1n,=4.14x10%(GPa/.s) o S
m.m.,mn““ jours




Exemple d’application 2: précontrainte en compression

- Modele de Kelvin-Voigt du béton
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1,=4.14x10°(GPa/.s)
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Exemple d’application 2: précontrainte en compression
- Modele de Burger du béton

:l vV V.V Nk ” O-z_(t)

+  Application  numeérique: osof
ES=200(GPa)’ E=EK= 39.1(GPa)’ -::-.35;—
77 =nK=4-14X109(GPa/.S) -:;..'-55-




DM (a rendre au 13/10 a 23h55):

Comportement différé d’une poutre isostatique

Soit une poutre de section | de 30m de longueur. La poutre est subie la charge du poids propre et
une permanente de 25kN a mi-travee. Le béton de la poutre est le C40/50.

En utilisant la solution analytique, comparez la fleche a 50 ans de la poutre en considérant : 'EC2
et les modeles rheologiques (Maxwell, Kelvin, Kelvin-Voigt, Burger) pour caracteriser le
comportement differe du beton.

Application numérique pour les modeles rhéologiques : E=Ex=E., n =n«=8.14x10°(GPa/.s).

Recalculez les résultats dans le cas de la poutre continue de trois travees de méme longueur 30m
3200
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| 1000 |



FEC2: B ()=t
+ Modele Maxwell
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+ Modeéle de Kelvin-Voigt
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