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Rappel de méthode
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e Lire et relire le polycopié disponible sur Celene;
e S’entrainer avec le simulateur de MT.
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Mémoire Pile Registres Programme

54 17 Ro| 5 | o
110 1492 1 | ADD Ry, Ry

42 32 R 2| savEr, R | PC
0 : 3

0 g
Re[0 ]
m | cALLO

LOAD Ry, [R,]

PUSH R,

= W N = O

1. Dans I’épisode précédent...



Turing-complétude

Un modéle de calcul décrit une famille dénombrable d’objets et la
maniére de les utiliser pour calculer.

Une fonction de codage acceptable décrit une transformation
raisonnable entre modéles pour coder les entrées et les sorties.

Définition Deux modeéles de calcul se simulent entre eux s’ils
calculent les méme fonctions a un codage acceptable prés.

Définition Un modeéle de calcul est Turing-complet s’il est
équivalent au modele des machines de Turing.
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IMP : ’'archétype du langage impératif

Variables > X,Y

Expressions = E,F ::= X
| Constante entiére
| EoF avec ® € {+, —, *,DIV,MOD}
| E o F avec 6 € {=, <,>,AND,OR}
| OF avec © € {NOT, —}

Instructions > S, T = X=E
| S, T
| IF E THEN S ELSE T
| WHILE E DO S
Programme > P = READ X; S; WRITE Y

Calcule des fonctions partielles f : N — N.
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| : forme minimale de IMP

Pour simplifier les simulations entre modéles, il est souvent utile
d’avoir une sorte de forme normale minimale du modeéle cible.

Théoréme Toute fonction calculée par un programme IMP est
calculée par un programme | : un programme IMP utilisant au plus
une boucle et deux variables.

Remarque La version a deux variables est un peu technique mais
on peut se convaincre facilement qu’on sait le faire avec un nombre
constant de variables.
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RAM : 'archétype du processeur moderne

Mémaoire Pile Registres Programme
0| 54 17 Ro| 5 0 | LoAD Ry, [R,]
1| 110 1492 1| ADDRy, R
Ri| 14 -
2| 42 32 2| SAVERy, R, | PC
31 0 3 | PUSHR,
41 0
Re| O
m | CALLO

Les registres stockent des entiers de taille arbitraire, le jeu
d’instructions est choisit suffisament expressif.

Calcule des fonctions partielles f : N — N.
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REG : forme minimale de RAM

Théoréme Toute fonction calculée par un programme RAM est
calculée par un programme REG : un programme RAM utilisant
seulement 3 registres et sans pile ni mémoire.

Remarque La mémoire, les registres et la pile stockent a chaque
instant un tuple d’entiers. Avec un codage astucieux, on peut les
coder dans un unique entier. On se garde deux autres registres
pour manipuler ce codage.
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Turing-équivalence

Théoreme Les modeéles de calcul MT, IMP et RAM calculent les
mémes fonctions (a un codage acceptable pres).

Démonstration

1. MT++ simule REG au programme du TD!
2. REG est équivalent a RAM

3. RAM simule | par compilation du langage !
4. | est équivalent a IMP

5. IMP simule MT par simulation des MT!
6. MT est équivalent a MT++

ou MT++ désigne les MT enrichies avec rubans mutiples,
multi-tétes, semi-infinis, etc. ]
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$ (M) [#]  (uqv) !

2. Machines programmables




Changer de machine

L’automate au coeur de nos ordinateurs est fixé in silico.

Contrairement aux calculatrices de notre enfance a 4, 10, 100
fonctions, on ne change plus de machine pour avoir de nouvelles
possibilités de calcul.

Les programmes sont des données comme les autres, chargés et
exécutés et méme compilés sur place.

Cette possibilité existe dans la plupart des modéles de calcul!
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Machine de Turing universelle

Théoréme |l existe une machine de Turing universelle U qui
simule toutes les machines de Turing.

Pour toute machine de Turing M sur I'alphabet X et toute entrée

u € *, la machine U s’arréte sur ’entrée ({M, u) si et seulement si
M s’arréte sur I’entrée u. Elle accepte si et seulement si ‘M accepte
et dans ce cas

Sfu (M, u)) = (fm(u)).

Remarque Nécessite de préciser un codage acceptable des MT.

Notation (x) désigne le codage de x.
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Principes de construction

o0 [#] (uav) [}

6(qo,a) = (q1,b, <)
o[ <[ofo, JofT]:Jof1], [T]o[«[0[1],[0[1]:}

do a q1 b

qobbab
oo :]1]o],[1]o],]o[1],[1]0]
qo b b a b
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Dans le prochain épisode

Proposition |l existe des (multitudes de) langages non récursifs.

Il suffit de compter :
e les MT sont dénombrables;
e les langages sur {a, b} ne le sont pas.

Idée utiliser I'argument diagonal de Cantor
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