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Probleme de P’arrét

entrée : une machine de Turing M et un mot u
question : est-ce que M s’arréte sur 'entrée u ?

1. Dans I’épisode précédent...



Un probléeme indécidable

Théoréme Le probleme de 'arrét est indécidable.

Probléme de I’arrét

entrée : une machine de Turing M et un mot u
question : est-ce que ‘M s’arréte sur 'entrée u ?

Le langage associé est K = {(M,u)|M s’arréte sur u}.

Proposition K est récursivement énumérable mais non récursif.
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Des problemes indécidables

Définition Soient A < >* et B < I'* deux langages. Une réduction
(many-one) de A a B est une fonction totale calculable f:3* - T*
telle que

ucAs f(u)eB Vu e X*

Le langage A se réduit au langage B, noté A <;, B s’il existe une
réduction de A a B.

Proposition La relation <, est une relation de pré-ordre.

Proposition Si P est indécidable et si Lp <, Lp' alors P’ est
indécidable.
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Théoreme de Rice

Définition Une propriété 3 des langages est non triviale s’il existe
deux machines de Turing M et M’ telles que L(M) vérifie B et
L(M’") ne vérifie pas .

Théoréeme Soit 3 une propriété des langages non triviale. Le
probleme d’appartenance a ‘3 est indécidable.

Probleme d’appartenance a ‘i

entrée : une machine de Turing M
question : est-ce que L(M) vérifie 3 ?

Le langage associé est Ly = {(M) | L(M) vérifie B}.
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Des tas de problémes indécidables

Mortalité de matrices

entrée : une famille de matrices 3 X 3 ad coefficients entiers
question : Cette famille engendre-t-elle la matrice nulle ?

1 2 3 1 0 O
3 2 1 0 2 1
0 4 5 0 4 0

entrée : un jeu de tuiles de Wang
question : Ce jeu de tuile peut-il paver le plan?

ojnjojn
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Probleme du domino




Des tas de problémes indécidables

Typage d’ordre supérieur

entrée : un lambda-terme
question : ce terme est-il typable dans Systéeme F?

Ay.Ax,y :Ax

Dixiéme probléme de Hilbert

entrée : une équation dipohantienne
question : cette équation admet-elle une solution?

4x%y +12zx —8y3z2 =0
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MT linéairement bornées

Définition Une MTLB est une MT qui ne modifie pas le symbole
blanc. Formellement, pour tout état g € Q :

5(QlB)=(q,lb’A) — sz

Proposition L’arrét des MTLB est décidable.

Idée Pour toute entrée, les configurations atteignables qui ne
quittent pas définitivement la zone de calcul sont en nombre fini.
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Un probléeme indécidable

iMTLB

entrée : une MTLB M
question : existe-t-il une entrée u € X* acceptée par M ?

Proposition dMTLB est indécidable.

Idée Par réduction, montrer que Ky se réduit a IMTLB.

2. MT linéairement bornées
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Probleme de Correspondance de Post

PCP

entrée : n dominos [%] ..... [;‘—Z] e (Z* x ¥

question : existe-t-il une suite finie (iy) d’indices telle que

Uiy Wiy * " Uiy = VigVip** " Vi 7

Quelques exemples d’instances positives :

- el L] 5] e
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Probleme de Correspondance de Post

PCP

A * i up Un * *\n
entrée : ndommos[vl],...,[vz]e(z X %)
question : existe-t-il une suite finie (iy) d’indices telle que

Uiy Uiy =+ * Uiy, = Viy Vip » = - Vi ?

m

Quelques exemples d’instances positives :

o el [as ][9] [ 2] (2.1,3.2.4)
o« [£].[2]. [ +5] 44 indices
. [ﬁ] , [gggg] , [aggb] , [%] 781 indices

3. Probléme de Correspondance de Post
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Un probléeme indécidable

Théoreme PCP est indécidable.

Définition PCP Marqué (MPCP) est la variante de PCP qui impose
qu’une solution débute toujours par le domino [%]

Idée Pour montrer que PCP est indécidable, on va d’abord montrer
que Ko <y, MPCP puis que MPCP <,, PCP.
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Ko <m MPCP

Construisons une fonction de réduction gg qui transforme une MT
M en une instance de MPCP dont les solutions codent des traces

valides d’un calcul de M sur ¢.

() :#qu#] v
(if) :b‘?z,] si (q,a) = (a’,b',») (i)
(iii) :;Z,Z,] sid(q,a) = (q,b', <) (vii)
(iv) :q‘l,z,] sid(q,a) = (a’,b',v)  (vii)

3. Probléme de Correspondance de Post
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MPCP <, PCP

Recodons toute instance de MPCP en une instance de PCP de sorte a
uj

forcer I'utilisation de la tuile [171] au début d’une solution.

eU= *XUL *x U2 - *x Uy
Soit x ¢ 3, on pose pour u € 3*,{ uUe = U * U2 * -+ Up*

elle oYU KX = xUe

Soit + & X U {x}, la fonction de réduction est définie par
a(y e | R [ R A RSB R |
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