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THUS, FOR ANY NONDETERMINISTIC TURING
MACHINE M THAT RUNS IN SOME POLYNOMIAL
TIME ptr), WE CAN DEVISE AN ALGORITHM

THAT TAKES AN INPUT tv OF LENGTH n AND
PRODUCES En,... THE RUNNING TIME IS O¢piny
ON A MULTITAPE DETERMINISTIC TURING
MACHINE AND ...

WTF, MAN. I JUST
WANTED To LEARN
How T0 PROGRAM
VIDEO GAMES,

1. Dans I’épisode précédent...



Classes de complexité en temps déterministe

Hartmanis et Stearns 1965

Définition Pour toute fonction f: N — N, la classe DTIME(f (n))
est ’ensemble des langages reconnus par une MT M en temps
borné par otf (1) pour un certain «.

Yue>* tym(u) < o f(Jul)

Définition Si F est un ensemble de fonctions on note

DTIME(F) = | DTIME(f(n))
feF

P = DTIME ({n*|k € N})
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Théoreme de hiérarchie

Définition Une fonction f : N — N est constructible en temps s’il
existe une constante « et une MT qui sur I’entrée 1" (I’entier n en
unaire) renvoie 1/ (I'entier f(n) en unaire) en temps < «f(n).

Théoreme[H&S 65] Pour toute fonction f constructible en temps

DTIME(f (n)) < DTIME(nf (n)?)

Théoreme[H&S 65] Pour toutes fonctions f, g constructibles en
temps avec f(n) 0 et flogf =o0(g)

DTIME(f (n)) ¢ DTIME(g(n))
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P vs EXP

2. temps polynomial et exponentiel



Premieére séparation

P = |J DTIME(n¥)
keN

EXP = | J DTIME(2"")
keN

Corollaire P ¢ EXP

Idée P < DTIME(n!°8")c DTIME(n!+108° 1) ¢ DTIME(2") < EXP
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Exemples de problemes dans P

MULTIPLICATION D’ENTIERS

entrée : trois entiers a, b et k donnés en binaire
question : le ke bit de a X b vaut-il 1?

ACCESSIBILITE

entrée : un graphe orienté G et deux sommets s et t
question : existe-t-il un chemin de s a t dans G ?

COUPLAGE PARFAIT

entrée : un graphe non orienté G
question : G admet-il un couplage parfait?
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Exemples de problemes dans EXP

RANGEMENT

entrée : des entiers m,s,pi, ..., pn Codés en binaire
question : peut-on ranger les n objets de poids respectifs p; dans
m boites acceptant chacune un poids maximum s ?

ARRET EXP

entrée : une MT M et un entier k en binaire
question : est-ce que ‘M s’arréte sur I'entrée vide en temps < k ?
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3. Machines non-déterministes



Machines a choix multiples

Une machine de Turing déterministe dispose d’au plus une
transition pour chaque configuration. Une machine non
déterministe a plusieures exécutions possibles.

(q’ floya’l’---’ak—zj ’q,l Lblibzi""bk—ll b
lecture sur k — 1 rubans écriture sur k — 1 rubans

Agy...,Nk-1 ) ED
—_—

k déplacements

5= ((Q\{da,arh xT¥ 1) x (QxT* 1 x {«, v ,»}¥)
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Formellement

Définition Une MTND a k-rubans est un tuple
(ery Z; 51610’B16b15 qT) Ol]
e Q est|’ensemble fini des états;

I' est I’alphabet fini de travail;

> c T est 'alphabet fini d’entrée;

5 < ((Q\{da,arh) xT* 1) x (Q xT*1x {«, v ,»}¥)
est la relation de transition;

qo € Q est I’état initial ;

B €T\ X est le symbole blanc;

da € Q est I’état d’acceptation de la machine;

dr € Q est I’état de rejet de la machine.
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Arbre de configurations

Définition Un calcul d’une MTND sur une entrée u € X* est un
arbre de configurations obtenus en calculant toutes les transitions
accessibles depuis la configuration initiale co(u).
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Exécutions

Définition Une exécution d’une MTND est un chemin d’un arbre
de configurations : une suite de configurations compatible avec la
relation de transition, d’une configuration initiale a une
configuration terminale.

Temps de calcul MTND
tam(u) = hauteur de I’arbre des configurations sur I’entrée u

tm(n) = max ty(u) VneN
uexn

Espace de calcul MTND
sm(u) = espace maximal utilisé par une exécution sur I’entrée u

sm(n) = max sy (u) VneN
uexn
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Langage reconnu

Définition Le langage [ associé a une MTND M est I’ensemble
des entrées pour lesquelles ‘M posséde un chemin acceptant.

Attention Un mot est accepté s’il existe au moins un chemin
acceptant. Il est donc rejetté si aucun chemin n’est acceptant.
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Complexité en temps non déterministe

Définition Pour toute fonction f: N — N, la classe NTIME(f(n))
est ’ensemble des langages reconnus par une MTND M en temps
borné par otf (1) pour un certain «.

Yue>* tm(u) < oof (Jul)

Définition Si F est un ensemble de fonctions on note

NTIME(F) = | J NTIME(f(n))
feF

NP = NTIME ({nk‘k eN})
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Premieéres propriétés

Proposition Si L;,L> € NTIME(t(n)) alors L; U Ly € NTIME(t(n))
et Ly N Ly € NTIME(t(n)).

Proposition Pour toute fonction t : N — N,

DTIME(t(n)) < NTIME(t(n)) < DTIME (20<t<n>>>
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