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Réductions many-one polynomiales

En complexité, on s’intéresse a des réductions qui préservent la
complexité des problémes.

Définition Soient A € X* et B c I'* deux langages. Une réduction
(many-one) polynomiale de A a B est une fonction totale calculable
en temps polynomial f :>* — T'* telle que

ucAs f(u)eB Vu e X*

Le langage A se réduit en temps polynomial au langage B, noté
A <P B s’il existe une réduction polynomiale de A a B.

Proposition La relation <£, est une relation de pré-ordre.
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Complétude

Proposition Les classe P, NP, EXP et NEXP sont stables par
réductions polynomiales.

Définition Deux languages A et B sont équivalents pour les
réductions polynomiales, noté A =F B, si A <, Bet B <f, A.

Définition Un langage A est C-difficile pour une classe de
complexité C si pour tout B€ ConaB <b A.

Définition Un langage A est C-complet pour une classe de
complexité C si A est C-difficile et A € C.
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Exemple

CLIQUE

entrée : un graphe non orienté G et un entier k
question : le graphe G contient-il une clique de taille k ?

ENSEMBLE INDEPENDANT

entrée : un graphe non orienté G et un entier k
question : G contient-il un ensemble indépendant de taille k ?

CLIQUE =P ENSEMBLE INDEPENDANT
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2. NP-complétude



Premier contact

Proposition Tout probléme non trivial (ni vide ni plein) est
P-difficile pour les réductions en temps polynomial.

ADHOC = {(N,x, 1t> ‘ la MTND N accepte x en temps < t}

Proposition ADHOC est NP-complet.
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Existence

Proposition Les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. P=NP;
2. tout probleme NP-complet est dans P;
3. il existe un probleme NP-complet dans P.

Il nous faut identifier des problémes NP-complets naturels!

Lemme Si A <P B avec A un probléme NP-complet et B € NP alors
B est NP-complet.
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Formules booléennes

Définition L’ensembles des formules booléennes a n variables

X1, - .., Xn est défini inductivement par :
P(X1,...,Xn) == X

| —~@(x1,..., Xn)

| @i1(x1,...,xn) V @2(x1,...,Xn)

| @1(x1,...,%0) A @2(x1,...,Xn)
Définition La valeur de vérité @(ai,...,an) d’une formule est
définie inductivement pour toute assignation ai,...,a, € {0,1} :

xi(ai,...,an) = ai
(~@)(ai,...,an) = 1-@(ai,...,an)

max; (@i(ai,...,an))

[T(@i(as,...,an)
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Sucre syntaxique

Remarque Par abus de langage on confondra allégrement O, F et
FAUX d’une part; 1, V et VRAI d’autre part.

Quelques abbréviations utiles :

—_
I

X1V X1
0 = X1 AN X1
Y-y = VY
ey = (@-Y)A Y- @)
XiZXj = xiﬁxj
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Evaluation de formules

Proposition Etant données une formule @ et une assignation
ai,...,an, on peut décider en temps polynomial si celle-ci
satisfait la formule, i.e. si @ (ai,...,an) = 1.

Définition Une formule est satisfaisable s’il existe une assignation
qui la satisfait.

SAT

entrée : une formule booléenne (x1,...,Xn)
question : @ est-elle satisfaisable ?
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Théoreme de Cook-Levin

Théoréme[Cook 71, Levin 73] Le probléme SAT est NP-complet.

SAT

entrée : une formule booléenne (x1,...,Xn)
question : @ est-elle satisfaisable ?

Idée Associer a toute instance x d’un probléme de NP une formule
booléenne calculable en temps polynomial et dont les assignations
qui la satisfont codent les chemins de calcul acceptants.
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De SAT a 3SAT

Définition Formules booléennes en forme normale conjonctive :

un littéral [ est une variable x; ou sa négation —x; (ou X;);
une clause C est une disjonction de littéraux C = \/; L;;
une formule en CNF est une conjonction de clauses @ = \; Cj;

une formule k-CNF est une formule en CNF avec au plus k
littéraux par clause.

3SAT

entrée : une formule 3-CNF @ (x1,...,Xn)
question : @ est-elle satisfaisable ?

Théoréme Le probléme 3SAT est NP-complet.
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COMPUTERS AND INTRACTABILITY
A Guide to the Theory of NP-Completeness
Michael R. Garey David S. Johnson Epe T e
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CIRCUIT-SAT

Proposition CIRCUIT-SAT est NP-complet.

CIRCUIT-SAT

entrée : un circuit booléen G
question : G est-il satisfaisable ?

Un circuit booléen est un DAG dont les sources portent les entrées
du circuit et dont les autres sommets sont étiquetés par des
fonctions booléennes (ET, OU, NON). Un puits est identifié comme
sortie du circuit et le circuit est évalué des sources vers le puits.
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SOMME PARTIELLE

Proposition SOMME PARTIELLE est NP-complet.

SOMME PARTIELLE

entrée : une liste d’entiers ay,...,am et un entier cible s
question : existe-t-il une sous-liste dont la somme vaut s, c’est-d-dire
Sc{l,...,m} telle que > cga; = s?

Idée Montrer que 3SAT </, SOMME PARTIELLE.
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CLIQUE

Proposition CLIQUE est NP-complet.

CLIQUE

entrée : un graphe non orienté G et un entier k
question : le graphe G contient-il une clique de taille k ?

ENSEMBLE INDEPENDANT

entrée : un graphe non orienté G et un entier k
question : G contient-il un ensemble indépendant de taille k ?

Idée Montrer que 3SAT <P ENSEMBLE INDEPENDANT.
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Théoreme de Ladner

Théoréme Si P = NP alors il existe un probléeme A € NP tel que :
o AEP;
e A n’est pas NP-complet.
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