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Contexte

Qu'est-ce que I'on cherche a faire?

Savoir quand une formule est vraie ou fausse, en fonction des variables
propositionnelles qui y apparaissent.

difficulté : si la formule est compliquée, il peut &tre
compliqué de raisonner dessus.
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Contexte

Qu'est-ce que I'on cherche a faire?

Savoir quand une formule est vraie ou fausse, en fonction des variables
propositionnelles qui y apparaissent.

difficulté : si la formule est compliquée, il peut &tre
compliqué de raisonner dessus.

Pourquoi faire ?

Deux applications trés utiles :

@ Savoir quand deux formules sont logiquement équivalentes

@ Savoir si une formule est nécessairement vraie
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Contexte

Qu'est-ce que I'on cherche a faire?

Savoir quand une formule est vraie ou fausse, en fonction des variables
propositionnelles qui y apparaissent.

difficulté : si la formule est compliquée, il peut &tre
compliqué de raisonner dessus.

Pourquoi faire ?
Deux applications trés utiles :

@ Savoir quand deux formules sont logiquement équivalentes

@ Savoir si une formule est nécessairement vraie

Rappel

On ne s'intéresse plus a ce que peuvent vouloir dire les variables p, g, .
on considére juste qu'elles peuvent &tre vraies ou fausses.
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Les formules toujours vraies

Aussi appelées tautologies, théorémes, vérités logiques,. . .

Definition

Une formule est appelée tautologie quand sa valeur de vérité est Vrai
quelles que soient les valeurs de vérité des variables propositionnelles qui y
apparaissent.

Exemple : p V —p ne peut pas étre fausse. En revanche, p VvV g peut étre
fausse, ce n'est pas une tautologie.
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Vérité et connecteurs

Quelques choses a savoir

e Chaque variable apparaissant dans la formule peut étre vraie (V) ou
fausse (F)

@ On doit considérer toutes les éventualités (p vrai et g vrai, p vrai et ¢
faux, etc...)?

@ Dans une méme éventualité, une variable ne peut avoir qu'une seule
valeur (V ou F), méme si elle apparait plusieurs fois dans la formule.

@ Pour chaque connecteur, il y a une table & connaitre par cceur

1. Remarquez qu'il peut y avoir plusieurs possiblités ol p est vrai, par exemple. . .
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Les tables pour chaque connecteur

(C'est une reformulation de leur définition)

Négation
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Disjonction
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Les tables pour chaque connecteur

(C'est une reformulation de leur définition)

Disjonction
Négation |A|B[AVB]
A -A VIV] Vv
VI F V| F %4
F %4 FlVv %4
F | F F
Conjonction Implication
[A[B[AAB] (A[B[A—B
VIV %4 ViVv %4
V| F F VI F F
FlVv F FlV %4
F | F F F|F %4




Les tables pour chaque connecteur
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Disjonction
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A -A VIV] Vv
VI F V| F %4
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Les tables pour chaque connecteur

(C'est une reformulation de leur définition)

Négation

(Al -A]

%4
F

F
%4

c

Conditions

S

Résultats

Conjonction

(A[B[AnB]
VIV] Vv
VIF| F
FIV] F
FIF| F

Disjonction
(AlB[AVE]
VIV vV
V| F vV
FlVv %4
F | F F
Conditions  Résultat
Implication

A|B|]A—B
ViV %4
VI F F
FlV vV
F | F vV
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Utiliser une table de vérité

On voudrait savoir quand la formule =(p — ((p A q) VV r)) est vraie ou
fausse.
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Utiliser une table de vérité

On voudrait savoir quand la formule =(p — ((p A q) VV r)) est vraie ou
fausse.

Comment faire?

@ Regarder quelles sont les variables qui apparaissent (ici p, g et r)

o Les compter, et examiner quelles sont les différentes configurations
possibles (p, g, r vrais, p vrai, les autres faux, etc...)

@ — préparer les lignes

o Ecrire toutes les sous-formules (on va y revenir)

@ — préparer les colonnes

@ Appliquer les regles et remplir la table.
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Les différentes configurations possibles

Préparer les lignes

Propriété
Une table de vérité pour n variables comporte toujours 2" lignes. J
plq|r
VIV]V Remarque
C 3 x v \F/ Si vous étes déja familiers avec le
F binaire, vous pouvez remplacer V par
VIF VIFIF 1 et F par 0, et chaque ligne
FlV FIV]V correspond a un chiffre entre 0 et
FIF FIV]F 2" — 1 en binaire.
FIFV Pour p,q : 00,01,10,11
FIF|F

J. Chouquet Logique — Jules Chouquet 2024 7/14



Les sous-formules

Précisément

On appelle sous-formule d'une formule F toute formule correcte
“apparaissant” dans F.
Définition
Pour toute formule F :
@ F est une sous-formule de F.

@ Si F est de la forme —F/, alors F’ est aussi une sous-formule de F
(c'est la sous-formule immédiate), ainsi que toutes les
sous-formules de F’ .

@ Si F est de la forme F; e F> 2, alors F; et F» sont des sous-formules
(immédiates) de F, ainsi que toutes les sous-formules de F; et F;

a. Ou e est n'importe quel connecteur binaire A, V, —.
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Les sous-formules

Préparer les colonnes

On recopie toutes les sous-formules de =(p — ((p A q) V r)), c'est-a-dire :
~(p—= ((PAG)VT))

p—((pPAq)Vr)

(PAq)Vr

(P Aq)

p.q, et r.

Et on les met dans |'ordre, de facon a ce que toute formule arrive aprés
ses sous-formules .
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Les sous-formules

Préparer les colonnes

On recopie toutes les sous-formules de =(p — ((p A q) V r)), c'est-a-dire :
o 2(p—=((PAg)Vr))
o p—=((PAg)Vr)
o (pAq)Vr
° (pAq)
@ p,q,etr.

Et on les met dans |'ordre, de facon a ce que toute formule arrive aprés
ses sous-formules .

plalrlpnrngllpra)Vvr]p=(pra)Vv) [ == ((pPrq)Vr)




Les sous-formules

Préparer les colonnes

On recopie toutes les sous-formules de =(p — ((p A q) V r)), c'est-a-dire :
o 2(p—=((PAg)Vr))
o p—=((PAg)Vr)
o (pAq)Vr
° (pAq)
@ p,gq,etr.

Et on les met dans |'ordre, de facon a ce que toute formule arrive aprés
ses sous-formules .

plalr[pAal] Vilp=pAq)Vr) [~ (p—((pAa) VD)
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Construire la table

On reprend la préparation des colonnes .

plalrlprgl(era)Vvrp=(prqg)Vr)][(p—=((pAq)Vr) ]
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Construire la table

On reprend la préparation des lignes .

pAg

(pAgq)Vr

p—((pAq)Vr)

~(p— ((pPAq)Vr))

< < < <z
<l <l < <l

| < <l <l <] S
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Construire la table

On applique les régles avec les sous-formules immédiates.

pAg

(pAgq)Vr

p—((pAq)Vr)

~(p— ((pPAq)Vr))

< < < <z
<l <l < <l

| < <l <l <] S
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Construire la table

On applique les régles avec les sous-formules immédiates.

p

Q

(pAgq)Vr

p—((pAq)Vr)

~(p— ((pPAq)Vr))

Mmm < <) >

<< < <l
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| < <l <l <] S
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Construire la table

On applique les régles avec les sous-formules immédiates.

plalriprgl(prqVrip=((pAg)Vr) | ~(p—((PAg)Vr))
VIVIV] V Vv
VIVIF]| V Vv
VIF|V] F Y
VI F|F| F F
FIVIV] F Y
FIVIF| F F
FIF|V]| F Y
FIF|F| F F
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Construire la table

On applique les régles avec les sous-formules immédiates.

(

)Vr qVvr)| ~(p—=((pAg)Vr))

S
>
Q
<
1
)
>

p

Q

Mmm < <) >
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Construire la table

On applique les régles avec les sous-formules immédiates.

plalriprg(prqVrip—=((prg)Vr) | ~(p—=((pPAg)Vr))
VIVIV] V Vv Y I
VIVIF]| V Vv Vv F
VIF|V] F Y Vv F
VI F|F| F F F Y
FIVIV] F Y Vv F
FIVIF| F F Vv F
FIF|V]| F Y Vv F
FIF|F| F F Y F
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Définitions

Tautologie

Une formule est une tautologie lorsque toutes les lignes de sa table de
vérité sont a Vrai.

pl -p|pPV-p
VI F | V
FIlV [ v
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Définitions

Antilogie

Une formule est une antilogie lorsque toutes les lignes de sa table de
vérité sont a Faux.

pl -p|pPA-P
VI F | F
FII V] F
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Définitions

Equivalence
Deux formules sont équivalentes lorsque elles ont la méme table de vérité.

plall-p|-pPVg plallp—q
VIV F| Vv AN
VIF|F F VIF| F
FIV[ V] Vv FIV] Vv
FIF| V] V FIF| V
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Exercice

Démontrez que les deux formules vues a la fin du cours précédent sont
équivalentes.

(p—=(qVv=p)A(rvp) (=pV(p—q))A=(=rA-p)
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Exercice

Démontrez que les deux formules vues a la fin du cours précédent sont
équivalentes.

(p—=(qVv=p)A(rvp) (=pV(p—q))A=(=rA-p)

Dans le prochain cours J

Nous nous intéresserons de plus prés aux formules équivalentes
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