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Rappels

Un automate fini déterministe 𝒜 = (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹)
reconnait le langage 𝐿(𝒜) ∈ Rec𝐴∗ des mots étiquettant
des chemins acceptants de l’automate.

Un langage est reconnaissable s’il est reconnu par un AFD.
Dans ce cas, il est reconnu par un AFD complet avec au plus
deux états puits.

Deux automates sont équivalents s’ils reconnaissent le même
langage.
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Automate fini déterministe (AFD)

Définition Un automate fini déterministe (noté AFD dans la suite) 𝒜 est
un quintuplet (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) avec

∙ 𝑄 l’ensemble fini des états ;

∙ 𝐴 l’alphabet d’entrée ;

∙ 𝛿 ∶ 𝑄 × 𝐴 → 𝑄 ∪ {⊥} la fonction partielle de transition ;

∙ 𝑞0 ∈ 𝑄 l’état initial ;

∙ 𝐹 ⊆ 𝑄 l’ensemble des états acceptants de l’automate.

Un AFD est complet si sa fonction de transition est totale, c’est-à-dire
définie pour toute paire état/lettre.
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Fonction de transition étendue
La fonction de transition est étendue des lettres aux mots par récurrence.

La fonction de transition étendue applique successivement la fonction de
transition aux différentes lettres qui composent le mot.

Pour tout état 𝑞 ∈ 𝑄 , lettre 𝑥 ∈ 𝐴 et mot 𝑢 ∈ 𝐴∗ , on pose :

𝛿∗(𝑞, 𝜀) = 𝑞

𝛿∗(𝑞, 𝑢 ⋅ 𝑥) = {𝛿(𝛿
∗(𝑞, 𝑢), 𝑥) si 𝛿∗(𝑞, 𝑢) ≠ ⊥

⊥ sinon

Intuitivement, 𝛿∗(𝑞, 𝑢) est l’état atteint en partant de l’état 𝑞 et en lisant
le mot 𝑢 dans l’automate.
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Chemin dans un automate

La fonction de transition 𝛿 décrit les transitions 𝑞
𝑎
,→ 𝛿(𝑞, 𝑎) possibles

dans l’automate.

Définition Un chemin dans un automate (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) est une suite
finie de transitions successives 𝑝0

𝑥0,,→ 𝑝1
𝑥1,,→ ⋯

𝑥𝑛−1,,,→ 𝑝𝑛 où 𝑝0 est l’état
de départ, 𝑝𝑛 est l’état d’arrivée et 𝛿(𝑝𝑖, 𝑥𝑖) = 𝑝𝑖+1 pour tout 𝑖 < 𝑛 . Le
mot 𝑥0⋯𝑥𝑛−1 est l’étiquette du chemin.

En utilisant la fonction de transition généralisée on s’autorise une notation
plus concise 𝑝0

𝑥0𝑥1⋯𝑥𝑛−1,,,,,,,,,→ 𝑝𝑛 = 𝛿∗(𝑝0, 𝑥0𝑥1⋯𝑥𝑛−1) .
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Langage reconnu

Définition Un chemin est acceptant pour un AFD lorsque l’état de départ
est l’état initial et l’état d’arrivée un état acceptant.

𝑞0
𝑢
,→ 𝑞 = 𝛿∗(𝑞0, 𝑢) ∈ 𝐹

Définition Un mot 𝑢 est accepté par un automate 𝒜 s’il est l’étiquette
d’un chemin acceptant de 𝒜 .

Définition Le langage reconnu par un automate 𝒜 est l’ensemble 𝐿(𝒜)
des mots acceptés par 𝒜 .

5/38



Quotient

Définition Le quotient gauche d’un langage 𝐿 ⊆ 𝐴∗ par un mot 𝑢 ∈ 𝐴∗

est le langage 𝑢−1𝐿 = {𝑣 ∈ 𝐴∗|𝑢𝑣 ∈ 𝐿} .

Définition Le quotient droit d’un langage 𝐿 ⊆ 𝐴∗ par un mot 𝑢 ∈ 𝐴∗ est
le langage 𝐿𝑢−1 = {𝑣 ∈ 𝐴∗|𝑣𝑢 ∈ 𝐿} .

Ces notations sont étendues aux langages par

𝐾−1𝐿 = {𝑣 ∈ 𝐴∗|∃𝑢 ∈ 𝐾 𝑢𝑣 ∈ 𝐿}
𝐿𝐾−1 = {𝑣 ∈ 𝐴∗|∃𝑢 ∈ 𝐾 𝑣𝑢 ∈ 𝐿}
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Quotients et automates finis
Soit 𝒜 un AFD complet (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) reconnaissant un langage
𝐿 ∈ Rec𝐴∗ . Pour tout état 𝑞 ∈ 𝑄 , notons 𝐿𝑞 le langage associé à l’état 𝑞 ,
c’est-à-dire

𝐿𝑞 = {𝑣 ∈ 𝐴∗|||𝛿∗(𝑞, 𝑣) ∈ 𝐹}

Lemme Pour tout 𝑢 ∈ 𝐴∗ et 𝑞 = 𝛿∗(𝑞0, 𝑢) , on a 𝑢−1𝐿 = 𝐿𝑞 .

Démonstration
𝑢−1𝐿 = {𝑣 ∈ 𝐴∗|𝑢𝑣 ∈ 𝐿}

= {𝑣 ∈ 𝐴∗|𝛿∗(𝑞0, 𝑢𝑣) ∈ 𝐹}
= {𝑣 ∈ 𝐴∗|𝛿∗(𝛿∗(𝑞0, 𝑢), 𝑣) ∈ 𝐹}
= {𝑣 ∈ 𝐴∗|𝛿∗(𝑞, 𝑣) ∈ 𝐹}
= 𝐿𝑞
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Caractérisation par les quotients

Proposition Un langage est reconnaissable si et seulement si il a un
nombre fini de quotients gauche.

Démonstration

⇒ L’ensemble des quotients est contenu dans l’ensemble fini des
langages 𝐿𝑞 des états d’un automate fini qui le reconnait.

⇐ Construisons un automate à partir de l’ensemble des quotients!
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Automateminimal

Définition Soit 𝐿 un langage sur un alphabet 𝐴 . L’automate minimal 𝒜𝐿
de 𝐿 est l’automate (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) où :

𝑄 =
{
𝑢−1𝐿||||𝑢 ∈ 𝐴∗}

𝑞0 = {𝐿}
𝐹 =

{
𝑢−1𝐿||||𝑢 ∈ 𝐿

}

𝛿(𝑢−1𝐿, 𝑥) = (𝑢𝑥)−1𝐿 ∀𝑢 ∈ 𝐴∗, 𝑥 ∈ 𝐴 .

Lemme L’automate minimal 𝒜𝐿 reconnaît le langage 𝐿 .
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Minimalité

Soit (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) un AFD reconnaissant 𝐿 ⊆ 𝐴∗ .

Lemme Soient 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐴∗ . Si 𝑢−1𝐿 ≠ 𝑣−1𝐿 alors 𝛿∗(𝑞0, 𝑢) ≠ 𝛿∗(𝑞0, 𝑣) .

Lemme Soient 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄 et 𝑥 ∈ 𝐴 . Si 𝛿(𝑝, 𝑥) = 𝑞 alors 𝐿𝑞 = 𝑥−1𝐿𝑝 .

Proposition L’automate minimal 𝒜𝐿 d’un langage reconnaissable 𝐿 est
l’unique (à renommage des états) automate fini déterministe complet de
taille minimale reconnaissant 𝐿 .
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Congruence et automate quotient
Soit 𝒜 un AFD complet (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) et 𝐿 = 𝐿(𝒜) .

Définition Une congruence sur 𝒜 est une relation d’équivalence ∼ sur
l’ensemble 𝑄 qui vérifie pour tous 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄 et 𝑥 ∈ 𝐴 :

(i) 𝑝 ∼ 𝑞 ⟹ (𝑝 ∈ 𝐹 ⇔ 𝑞 ∈ 𝐹) ;

(ii) 𝑝 ∼ 𝑞 ⟹ 𝛿(𝑝, 𝑥) ∼ 𝛿(𝑞, 𝑥) .

On note [𝑞] la classe d’équivalence de 𝑞 pour ∼ .

Définition L’automate quotient 𝒜∕∼ est l’AFD complet
(𝑄∕∼,𝐴, 𝛿′, [𝑞0], [𝐹]) où 𝛿′([𝑞], 𝑥) = [𝛿(𝑞, 𝑥)] .

Lemme L’automate quotient 𝒜∕∼ reconnaît le langage 𝐿 .
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Congruence de Nerode
Soit 𝒜 un AFD complet (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) et 𝐿 = 𝐿(𝒜) .

Définition La congruence de Nerode de 𝒜 est définie pour tous 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄
par

𝑝 ∼ 𝑞 ≡def ∀𝑤 ∈ 𝐴∗ 𝛿∗(𝑝, 𝑤) ∈ 𝐹 ⇔ 𝛿∗(𝑞, 𝑤) ∈ 𝐹

Proposition L’automate minimal 𝒜𝐿 est égal à l’automate quotient 𝒜∕∼
où ∼ est la congruence de Nerode.

On peut donc construire l’automate minimal en fusionnant des états
équivalents !

Mais en pratique. . .comment faire?
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Méthode itérative deMoore
Soit 𝒜 un AFD complet (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) et 𝐿 = 𝐿(𝒜) .

La suite ∼𝑘 de relations d’équivalences sur 𝑄 est définie récursivement par :

𝑝 ∼0 𝑞 ≡def (𝑝 ∈ 𝐹 ⇔ 𝑞 ∈ 𝐹)
𝑝 ∼𝑖+1 𝑞 ≡def 𝑝 ∼𝑖 𝑞 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝐴 𝛿(𝑝, 𝑥) ∼𝑖 𝛿(𝑞, 𝑥)

Proposition La suite (∼𝑖) atteint un point fixe ∼𝑘 pour un 𝑘 < |𝑄| . Ce
point fixe est égal à la congruence de Nerode.

Idée Définir 𝐿(𝑘)𝑝 = 𝐿𝑝 ∩ 𝐴⩽𝑘 . Montrer que 𝐿(𝑛−2)𝑝 caractérise 𝐿𝑝 pour 𝐿 .
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Relations d’équivalence et partitions (rappels)

Les classes d’équivalence d’une relation d’équivalence sur un ensemble 𝑋
forment une partition de 𝑋 .

Une partition 𝒫 d’un ensemble 𝑋 est un ensemble de parties non vides,
disjointes de 𝑋 qui couvrent 𝑋 .⋃

𝑌∈𝒫
𝑌 = 𝑋 𝑌 ≠ ∅ 𝑌 ∩ 𝑌′ = ∅ ∀𝑌,𝑌′ ∈ 𝒫

Les éléments d’une partition sont appelés des classes ou des blocs.

L’ensemble des partitions d’un ensemble forme un treillis complet pour la
relation plus fin/plus grossier : une partition 𝒫 est plus fine qu’une
partition 𝒫′ si les classes de 𝒫′ sont des unions de classes de 𝒫 .

La congruence de Nerode est la congruence la plus grossière.
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1: function Minimize-Moore({0, … , 𝑛 − 1}, 𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 )
2: # Cas dégénérés
3: if 𝐹 = ∅ then
4: return ({0}, 𝐴, (0, 𝑥) ↦ 0, 0, ∅)
5: if 𝐹 = {0, … , 𝑛 − 1} then
6: return ({0}, 𝐴, (0, 𝑥) ↦ 0, 0, {0})
7: # Initialisation
8: for all 𝑝 ∈ 0…𝑛 − 1 do

9: 𝜋′(𝑝) = {
0 si𝑝 ∉ 𝐹
1 si𝑝 ∈ 𝐹



10: # Calcul itératif
11: 𝜋 = ⊥
12: while 𝜋 ≠ 𝜋′ do
13: 𝜋 = 𝜋′
14: # Calcule 𝜋′ tel que 𝜋′(𝑝) = 𝜋′(𝑞) si et seulement si

{
𝜋(𝑝) = 𝜋(𝑞)
𝜋(𝛿(𝑝, 𝑥)) = 𝜋(𝛿(𝑞, 𝑥)) pour tout𝑥 ∈ 𝐴

15: 𝜋′ = Refine-Moore(𝜋, 𝑛, 𝐴, 𝛿)
16: return ({0, … , 𝑛 − 1}, 𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) ∕𝜋



17: function Refine-Moore(𝜋, 𝑛, {𝑎1, … , 𝑎𝑘}, 𝛿 )
18: for all 𝑝 ∈ 0…𝑛 − 1 do
19: 𝑉(𝑝) = (𝜋(𝑝), 𝜋(𝛿(𝑝, 𝑎1)), … , 𝜋(𝛿(𝑝, 𝑎𝑘)))

20: # Calcule une permutation qui trie selon 𝑉
21: 𝜎 = RADIX-SORT(𝑉)
22: 𝑖 = 0
23: 𝜋′(𝜎(0)) = 𝑖
24: for all 𝑝 ∈ 1…𝑛 − 1 do
25: if 𝑉(𝑝) ≠ 𝑉(𝑝 − 1) then
26: 𝑖 = 𝑖 + 1
27: 𝜋(𝜎(𝑝)) = 𝑖
28: return 𝜋′



Analyse du temps d’exécution

Chaque étape de raffinement de l’algorithme de Moore s’exécute en temps
Θ(𝑘𝑛) où 𝑘 = |𝐴| et 𝑛 = |𝑄| .

Le nombre d’étapes de raffinement est au plus 𝑛 − 2 , une valeur atteinte
dans les pires cas. La complexité au pire de l’algorithme de minimisation de
Moore est donc en 𝑂(𝑘𝑛2) .

Peut-on espérer mieux ?
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Avancer à petits pas
Soit (𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹) un automate fini déterministe émondé et complété.

Définition Soient 𝐵, 𝐶 ⊆ 𝑄 et 𝑥 ∈ 𝐴 . On observe les transitions
𝛿∗(𝐵, 𝑥) qui aboutissent en 𝐶 :
(1) La partie 𝐵 est stable pour (𝐶, 𝑥) si 𝛿∗(𝐵, 𝑥) ⊆ 𝐶 ou si

𝛿∗(𝐵, 𝑥) ∩ 𝐶 = ∅ .

(2) Sinon la paire (𝐶, 𝑥) coupe la partie 𝐵 en deux parties
𝐵1 = {𝑞 ∈ 𝐵|𝛿(𝑞, 𝑥) ∈ 𝐶} et 𝐵2 = {𝑞 ∈ 𝐵|𝛿(𝑞, 𝑥) ∉ 𝐶} .

Une partition de 𝑄 est stable pour (𝐶, 𝑥) si chacune de ses classe le sont.

Proposition Une partition de 𝑄 est une congruence si et seulement si elle
est compatible avec 𝐹 et stable pour chaque (𝑌, 𝑥) où 𝑌 est une de ses
parties et 𝑥 parcourt 𝐴 .
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1: function Minimize-Moore-Bis(𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 )
2: 𝒫 = {𝐹, 𝑄 ⧵ 𝐹}
3: 𝑆 = ∅
4: for all 𝑥 ∈ 𝐴 do
5: ajouter (𝐹, 𝑥) et (𝑄 ⧵ 𝐹, 𝑥) à 𝑆
6: while 𝑆 ≠ ∅ do
7: (𝐶, 𝑥) = Pop(𝑆)
8: 𝐶′ = {𝑞 ∈ 𝑄|𝛿(𝑞, 𝑥) ∈ 𝐶}
9: for all 𝐵 ∈ 𝒫 do

10: Refine-Moore-Bis(𝐶′, 𝐵, 𝒫, 𝑆, 𝐴)



11: function Refine-Moore-Bis(𝐶′, 𝐵, 𝒫, 𝑆, 𝐴)
12: 𝐵1 = 𝐵 ∩ 𝐶′

13: 𝐵2 = 𝐵 ⧵ 𝐵1
14: # Est-ce que ça coupe?
15: if 𝐵1 ≠ ∅ ∧ 𝐵2 ≠ ∅ then
16: remplacer 𝐵 par 𝐵1 et 𝐵2 dans 𝒫
17: for all 𝑥 ∈ 𝐴 do
18: if (𝐵, 𝑥) ∈ 𝑆 then
19: remplacer (𝐵, 𝑥) par (𝐵1, 𝑥) et (𝐵2, 𝑥) dans 𝑆

20: else
21: ajouter (𝐵1, 𝑥) et (𝐵2, 𝑥) à 𝑆



Algorithme d’Hopcroft

Lemme Soit 𝑥 ∈ 𝐴 . Si 𝐵 ⊆ 𝑄 et 𝐶 = 𝐶1 ∪ 𝐶2 avec 𝐶1 ∩ 𝐶2 = ∅ alors :
(1) Si 𝐵 est stable pour (𝐶1, 𝑥) et (𝐶2, 𝑥) alors 𝐵 est stable pour (𝐶, 𝑥) ;

(2) Si 𝐵 est stable pour (𝐶1, 𝑥) et (𝐶, 𝑥) alors 𝐵 est stable pour (𝐶2, 𝑥) .

Ce lemme est la clé de l’algorithme d’Hopcroft qui permet de diminuer la
quantité de travail à faire pour le raffinement et d’atteindre une complexité
au pire en 𝑂(𝑘𝑛 log 𝑛) .
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1: function Minimize-Hopcroft(𝑄,𝐴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹 )
2: 𝒫 = {𝐹, 𝑄 ⧵ 𝐹}
3: 𝑆 = ∅
4: for all 𝑥 ∈ 𝐴 do
5: ajouter (min(𝐹, 𝑄 ⧵ 𝐹), 𝑥) à 𝑆
6: while 𝑆 ≠ ∅ do
7: (𝐶, 𝑥) = Pop(𝑆)
8: 𝐶′ = {𝑞 ∈ 𝑄|𝛿(𝑞, 𝑥) ∈ 𝐶}
9: for all 𝐵 ∈ 𝒫 do

10: Refine-Hopcroft(𝐶′, 𝐵, 𝒫, 𝑆, 𝐴)



11: function Refine-Hopcroft(𝐶′, 𝐵, 𝒫, 𝑆, 𝐴)
12: 𝐵1 = 𝐵 ∩ 𝐶′

13: 𝐵2 = 𝐵 ⧵ 𝐵1
14: # Est-ce que ça coupe?
15: if 𝐵1 ≠ ∅ ∧ 𝐵2 ≠ ∅ then
16: remplacer 𝐵 par 𝐵1 et 𝐵2 dans 𝒫
17: for all 𝑥 ∈ 𝐴 do
18: if (𝐵, 𝑥) ∈ 𝑆 then
19: remplacer (𝐵, 𝑥) par (𝐵1, 𝑥) et (𝐵2, 𝑥) dans 𝑆

20: else
21: ajouter (min(𝐵1, 𝐵2), 𝑥) à 𝑆



Mise enœuvre

Attention! L’algorithme d’Hopcroft possède une bonne complexité. . .
seulement si les structures de données utilisées ont elles aussi la bonne
complexité !

En pratique, cet algorithme est subtil à mettre en œuvre. On trouve
d’ailleurs plusieurs articles dans la littérature qui expliquent comment faire
cette mise en œuvre.

Bonne nouvelle ! En 2024, on peut faire plus simple et efficace.
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La recherche enmarche

L’informatique est une discipline scientifique jeune et active !

Les connaissances continuent de progresser, y compris en algorithmique, y
compris sur de vieux problèmes comme celui de la minimisation (les
travaux d’Hopcroft datent de 1971).

On ne connaît toujours pas la complexité du problème de minimisation.
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Algorithme de Valmari
Idée Partitionner les états et les transitions

L’algorithme de Valmari fonctionne pour des automates finis
déterministes partiels.

Sa complexité est 𝑂(𝑛 + 𝑚 log 𝑛) où 𝑛 est le nombre d’états et 𝑚 le
nombre de transitions (donc 𝑚 ⩽ 𝑘𝑛 où 𝑘 est le nombre de lettres).

Pour distinguer les deux partitions, on utilise le vocabulaire de blocs et de
cordes pour les classes respectives des partitions des états et des transitions.

À l’initialisation les blocs sont partitionnés selon 𝐹 et les cordes selon les
étiquettes des transitions.
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1: function Minimize-Valmari(𝑄, 𝑇, 𝐹 )
2: 𝒫 = Initial-Block-Partition(𝑄, 𝐹)
3: 𝒯 = Initial-Cord-Partition(𝑇)
4: while 𝒯 contient une corde non traitée 𝐶 do
5: marquer 𝐶 comme traitée
6: Split-Blocks(𝒫, 𝐶)
7: while 𝒫 contient un bloc non traité 𝐵 do
8: marquer 𝐵 comme traité
9: Split-Cords(𝒯, 𝑇, 𝐵)

10: return (𝑄, 𝑇, 𝐹)∕𝒫



11: function Split-Blocks(𝒫, 𝐶 )
12: Clear-Marks(𝒫)
13: for all 𝑝

𝑎
,→ 𝑞 ∈ 𝐶 do

14: Mark(𝒫, 𝑝)
15: Split-with-Marks(𝒫)

16: function Split-Cords(𝒯, 𝑇, 𝐵 )
17: Clear-Marks(𝒯)
18: for all 𝑞 ∈ 𝐵 do
19: for all 𝑝

𝑎
,→ 𝑞 ∈ 𝑇 do

20: Mark(𝒯, 𝑝
𝑎
,→ 𝑞)

21: Split-with-Marks(𝒯)



22: function Split-with-Marks(𝒫 )
23: for all 𝑌 ∈ 𝒫 do
24: 𝑌1 = Marked-Elements(𝒫)
25: 𝑌2 = Unmarked-Elements(𝒫)
26: if 𝑌1 ≠ ∅ ∧ 𝑌2 ≠ ∅ then
27: remplacer 𝑌 par max(𝑌1, 𝑌2) dans 𝒫
28: ajouter min(𝑌1, 𝑌2) , non traité, à 𝒫



Démonstration
Lemme Si 𝑝 et 𝑞 sont dans deux blocs différents alors 𝐿𝑝 ≠ 𝐿𝑞 .

Lemme Si 𝑝
𝑥
,→ 𝑞 et 𝑝′

𝑦
,→ 𝑞′ sont dans deux cordes différentes alors ou

bien 𝑥 ≠ 𝑦 ou bien 𝐿𝑞 ≠ 𝐿′𝑞 .

Lemme Soient 𝑝 et 𝑞 deux états d’un même bloc. Si 𝑝 et 𝑞 ont une
transition pour une même lettre 𝑥 dans deux cordes distinctes 𝐶 et 𝐶′

alors 𝐶 ou 𝐶′ n’est pas traitée. Si 𝑝 a une transition pour une lettre 𝑥
mais pas 𝑞 alors la transition est dans une corde non traitée.

Lemme Soient 𝑝
𝑥
,→ 𝑞 et 𝑝′

𝑦
,→ 𝑞′ deux transitions d’une même corde. Si

𝑝 et 𝑝′ sont dans des blocs distincts 𝐵 et 𝐵′ alors 𝐵 ou 𝐵′ n’est pas
traité.
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Structure de données pour les partitions

La clé pour obtenir la bonne complexité avec l’algorithme de Valmari est
une structure de donnée pour les partitions raffinables. Valmari propose
une solution reposant uniquement sur l’utilisation de tableaux.

La mise en œuvre est très facile !

La complexité est aussi bonne que Hopcroft !

Les constantes sont meilleures !
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Algorithmes à connaître
(1) émondage et complétion

(2) déterminisation (automate des parties)

(3) élimination des 𝜀 -transitions

(4) algorithme de Brzozowski et McCluskey (AFN → regexp)

(5) algorithme de Glushkov (regexp → AFN)

(6) algorithme de minimisation de Moore
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