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Rappels

Un automate fini déterministe A = (Q, A, 6, q,, F)
reconnait le langage L(A) € Rec A* des mots étiquettant
des chemins acceptants de 'automate.

Un langage est reconnaissable s’il est reconnu par un AFD.
Dans ce cas, il est reconnu par un AFD complet avec au plus
deux états puits.

Deux automates sont équivalents s’ils reconnaissent le méme
langage.



Automate fini déterministe (AFD)

IEéﬁnition Un automate fini déterministe (noté AFD dans la suite) A est
un quintuplet (Q, A, 6, q,, F) avec

o Q I'ensemble finides états;

o A lalphabet d’entrée;

d : QX A — QU {l} lafonction partielle de transition;

g, € Q l'étatinitial;

F C Q I'ensemble des états acceptants de I'automate. _I

Un AFD est complet si sa fonction de transition est totale, cest-a-dire
définie pour toute paire état/lettre.
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Fonction de transition étendue
La fonction de transition est étendue des lettres aux mots par récurrence.

La fonction de transition étendue applique successivement la fonction de
transition aux différentes lettres qui composent le mot.

mur toutétat g € Q, lettre x € A etmotu € A*, on pose :

5*(q,€) =q
5*( u - X) — 5(5*(q,u),x) Si 5*((],1/{) 5& 1
& L sinon _I

Intuitivement, 8*(q, u) est I'état atteint en partant de I'’état q eten lisant

le mot u dans 'automate.
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Chemin dans un automate

a
La fonction de transition & décrit les transitions ¢ — &(q, a) possibles
dans l'automate.

IFéﬁm'tion Un chemin dans un automate (Q, A, 8, q,, F) est une suite
X X Xp— . ..
finie de transitions successives p, — p, — --- —— p,, Ol p, est I'état

dedépart, p, estl'étatd’arrivée et §(p;, x;) = p;,1 pourtouti < n.lLe
mot X, -+ X,_; estl'étiquette du chemin. _I

En utilisant |la fonction de transition généralisée on s’autorise une notation
XoX1*+*Xp-1

plus concise py —————> p,, = 0*(Pg> X X1 *** Xp_1)-
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Langage reconnu

IEéﬁnition Un chemin est acceptant pour un AFD lorsque I'état de départ
est 'étatinitial et 'état d’arrivée un état acceptant.

Qo= q=0"(qo,u) EF _

IEéﬁm'tion Un mot u est accepté par un automate A s'il est I'étiquette
d’un cheminacceptantde A. _I

IEEﬁm’tion Le langage reconnu par un automate A est I'ensemble L(A)
des mots acceptés par A. _I
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Quotient

IEéﬁnition Le quotient gauche d'unlangage L C A* parunmotu € A*
estlelangage u™'L = {v € A*|uv € L}. _I

IFéfmition Le quotient droitd’'unlangage L C A* parunmotu € A* est
lelangage Lu™! = {v € A*|vu € L}. _I

Ces notations sont étendues aux langages par

K'L={veA*|JueK uv€eL}
LK '={ve A*|Ju €K vu € L}
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Quotients et automates finis

Soit A un AFD complet (Q, A, 8, q,, F) reconnaissant un langage
L € Rec A*. Pourtoutétat g € Q, notons L, le langage associé a Iétat q,

cest-a-dire
Ly, ={v € A*|6%(q,v) € F}
mmme Pourtoutu € A* et q = §*(gp,u),onau™'L = L,. _I

Démonstration
u'L ={v € A*|luv € L}

= {v € A*|6*(q,, uv) € F}

= {v € A*|5*(8*(¢o> ), V) € F}
= {v € A*|8*(q,v) € F}

=L,
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Caractérisation par les quotients

moposition Un langage est reconnaissable si et seulementsiila un
nombre fini de quotients gauche. _I

Démonstration

Lensemble des quotients est contenu dans I'ensemble fini des
langages L, des états d'un automate fini qui le reconnait.
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Caractérisation par les quotients

moposition Un langage est reconnaissable si et seulementsiila un
nombre fini de quotients gauche. _I

Démonstration

Lensemble des quotients est contenu dans I'ensemble fini des
langages L, des états d'un automate fini qui le reconnait.

Construisons un automate a partir de 'ensemble des quotients!
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Automate minimal

Définition Soit L un langage surun alphabet A. L A
de L estl'automate (Q, A, 8, q,, F) ou:
Q={u"'Ljue A}
qo = {L}
F={u"'LjueL}
S(u™'L,x) = (ux)"'L Yu e A*,x € A
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Automate minimal

IFéﬁm’tion Soit L un langage sur un alphabet A. Lautomate minimal A;
de L estl'automate (Q, A, 8, q,, F) ou:

Q={u"'Ljue A}

qo = {L}
F={u"'LjueL}
S(u™'L,x) = (ux)"'L Yue A*, xeA . _I

mmme Lautomate minimal A; reconnaitle langage L. _I
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Minimalité
Soit (Q, A, d, gy, F) un AFD reconnaissant L C A*.

IL_emme Soient u,v € A*.Siu"'L # v'L alors §*(q,, u) # §*(qo, v)._l
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Minimalité
Soit (Q, A, d, gy, F) un AFD reconnaissant L C A*.

IL_emme Soient u,v € A*.Siu"'L # v'L alors §*(q,, u) # §*(qo, v)._l

mmme Soient p,q € Q et x € A.Si 6(p,x) = q alors L, = x‘le._I
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. 0 . /,
Minimalité

Soit (Q, A, d, gy, F) un AFD reconnaissant L C A*.

IL_emme Soient u,v € A*.Siu™'L # v'L alors §*(qqy, u) # 6*(qo, v)._l

mmme Soient p,q € Q et x € A.Si 6(p,x) = q alors L, = x‘le._I

moposition Lautomate minimal A; d'un langage reconnaissable L est
l'unique (@ renommage des états) automate fini déterministe complet de

taille minimale reconnaissant L. I
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Congruence et automate quotient

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).

Définition Une sur A estune
lensemble Q qui vérifie pourtous p,g € Qetx € A:
() p~gq= (pEF S qeEF);

(i) p~q= d6(p,x)~3d(q,x).

~ sur
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Congruence et automate quotient

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).

IFéﬁm'tion Une congruence sur A est une relation d’équivalence ~ sur
lensemble Q qui vérifie pourtous p,g € Qetx € A:
) p~q=(peFeqeF);

(i) p~q=3(p,x)~(g,x). _

On note [g] la classe d’équivalence de q pour ~.

IFéﬁnition Lautomate quotient A /~ est ’AFD complet

(Q/~,A,8",[gol, [F]) ou 6'([g], x) = [6(q, x)]. _
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Congruence et automate quotient

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).

IFéﬁm'tion Une congruence sur A est une relation d’équivalence ~ sur
lensemble Q qui vérifie pourtous p,g € Qetx € A:
) p~q=(peFeqeF);

(i) p~q=3(p,x)~(g,x). _

On note [g] la classe d’équivalence de q pour ~.
IFéﬁnition Lautomate quotient A /~ est ’AFD complet
(Q/~,A,d,[qo], [F]) ou 8'([g], x) = [5(g, x)]. _

mmme Lautomate quotient A /~ reconnait le langage L. _I
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Congruence de Nerode

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).
IFéﬁnition La congruence de Nerode de A est définie pourtous p,q € Q

ar
P D~ q=g4fVw e A* 8(p,w) € F & 5(q,w)€eF _I
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Congruence de Nerode

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).
IFéﬁnition La congruence de Nerode de A est définie pourtous p,q € Q

par
D~q=¢VWweEA 5(p,w)EF & d*(qw)EF _I

moposition Lautomate minimal A; est égal 3 'automate quotient A/~
ou ~ est la congruence de Nerode. _I
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Congruence de Nerode

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).
IFéﬁnition La congruence de Nerode de A est définie pourtous p,q € Q

ar
P D~ q=g4fVw e A* 8(p,w) € F & 5(q,w)€eF _I

moposition Lautomate minimal A; est égal 3 'automate quotient A/~
ou ~ est la congruence de Nerode. _I

On peut donc construire 'automate minimal en fusionnant des états
équivalents!
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Congruence de Nerode

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qo, F) et L = L(A).
IFéﬁnition La congruence de Nerode de A est définie pourtous p,q € Q

ar
P D~ q=g4fVw e A* 8(p,w) € F & 5(q,w)€eF _I

moposition Lautomate minimal A; est égal 3 'automate quotient A/~
ou ~ est la congruence de Nerode. _I

On peut donc construire 'automate minimal en fusionnant des états
équivalents!

Mais en pratique...comment faire?
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Méthode itérative de Moore

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qy, F) et L = L(A).

La suite ~; derelations d’équivalences sur Q est définie récursivement par:

P~ q=4s(PEF S qEF)
P~is1 Q=g P~ gAVX EA S(p,x) ~; 6(q,x)
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Méthode itérative de Moore

Soit A un AFD complet (Q, A, 6, qy, F) et L = L(A).

La suite ~; derelations d’équivalences sur Q est définie récursivement par:

P~ q=4s(PEF S qEF)
P~is1 Q=g P~ gAVX EA S(p,x) ~; 6(q,x)

moposition La suite (~;) atteint un point fixe ~, pourun k < |Q|.Ce
point fixe est égal a la congruence de Nerode. _I

Idée Définir Lg,k) =L,N Ak Montrer que LE,"_Z) caractérise L, pour L.
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Relations d’équivalence et partitions

Les classes d’équivalence d’'une relation d’équivalence sur un ensemble X
forment une partitionde X .

Une partition P d’'un ensemble X est un ensemble de parties non vides,

disjointes de X quicouvrent X .
Y=X Y#0 Yny =¢ VY,Y' € P
Yep

Les éléments d’'une partition sont appelés des classes ou des blocs.

Lensemble des partitions d’'un ensemble forme un treillis complet pour la
relation plus fin/plus grossier : une partition P est plus fine qu'une
partition 2’ siles classes de 2’ sontdes unions de classes de .

La congruence de Nerode est la congruence la plus grossiére.
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1. function MiNIMIZE-MOORE({0, ..., n — 1}, A, 8, q,, F)
2:
if F = (J then
return ({0}, A, (0, x) = 0,0, %)
if F ={0,...,n — 1} then
return ({0}, 4, (0, x) ~ 0,0, {0})

S v £ w

>

forallpe0..n—-1do
0 sipgF
1 sipeF

€2

0

7'(p) =



10:
11:
12:
13:

14:

15:
16:

# Calcul iteratif

T=1

while 7 # 77’ do

T=n

# Calcule 7’ tel que 7' (p) = 7' (q) si et seulement si
n(p) = 7(q)
n(6(p,x)) = m(6(q,x)) pourtoutx € A

- 7' = REFINE-MOORE(7, 1, A, )

return ({0, ..., n — 1}, A,68,q,, F) /7




17. function REFINE-MOORE(7, 1, {ay, ..., a;}, d)

18:
19:
20:
21:
22:
23:
24.:
25:
26:
27:
28:

forallpe0..n—-1do
V(p) = (n(p), 7(&(p, 1)), ..., w(8(p, ax)))

o = RADIX-SORT(V)
i=0
7' (c(0)) =i
forallpel..n—1do
if V(p) # V(p — 1) then
i=i+1
n(o(p)) =i
return 77’



Analyse du temps d’exécution

Chaque étape de raffinement de I'algorithme de Moore s'exécute en temps
O(kn) ot k = |A| et n = |Q|.

Le nombre d’étapes de raffinement estau plus n — 2, une valeur atteinte
dans les pires cas. La complexité au pire de I'algorithme de minimisation de
Moore est doncen O(kn?).
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Analyse du temps d’exécution

Chaque étape de raffinement de I'algorithme de Moore s'exécute en temps
O(kn) ot k = |A| et n = |Q|.

Le nombre d’étapes de raffinement estau plus n — 2, une valeur atteinte
dans les pires cas. La complexité au pire de I'algorithme de minimisation de
Moore est doncen O(kn?).

Peut-on espérer mieux?
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Avancer a petits pas

Soit (Q, A, &, gy, F) un automate fini déterministe émondé et complété.

Iaéﬁm'tion Soient B,C C Q et x € A.On observe les transitions
6*(B, x) qui aboutissenten C :
(1) La partie B eststable pour (C, x) si *(B, x) C C ousi

5*(B,x)NnC = 0.
(2) Sinon la paire (C, x) coupe la partie B en deux parties
B, ={q € B|5(q,x) € C} et B, = {q € B|56(q, x) & C}. _

Une partition de Q est stable pour (C, x) si chacune de ses classe le sont.
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Avancer a petits pas

Soit (Q, A, &, gy, F) un automate fini déterministe émondé et complété.

Iaéﬁm'tion Soient B,C C Q et x € A.On observe les transitions
6*(B, x) qui aboutissenten C :
(1) La partie B eststable pour (C, x) si *(B, x) C C ousi

5*(B,x)NnC = 0.
(2) Sinon la paire (C, x) coupe la partie B en deux parties
B, ={q € B|5(q,x) € C} et B, = {q € B|56(q, x) & C}. _

Une partition de Q est stable pour (C, x) si chacune de ses classe le sont.

Woposition Une partition de Q est une congruence si et seulementsielle
est compatible avec F etstable pour chaque (Y, x) ot Y est une de ses
parties et x parcourt A. _I
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1. function MINIMIZE-MOORE-BIS(Q, A, &, gy, F)

2:

3
4:
5
6

CONNS =Y

10:

P ={F,Q\F}
S=0¢
forall x € Ado
ajouter (F,x)et(Q\ F,x)aS$S
while S #  do
(C, x) = Por(S)
C'={q € Qlé(g,x) € C}
forall B € P do
REFINE-MOORE-BIS(C’,B, P, S, A)



n: function REFINE-MOORE-BIS(C’, B, P, S, A)
12: B, =Bn C’
13: Bz = B \B1

15: ifBl ?éﬂ/\Bz #ﬂthen

16: remplacer B par B, et B, dans P

17: forall x € A do

18: if (B, x) € S then

19: remplacer (B, x) par (By, x) et (B,, x) dans S
20: else

21: ajouter (B;, x) et (B,,x)asS



Algorithme d’Hopcroft

mmme Soitx € A.SiBCQetC=C,UCyavecC;NC, =@ alors:
(1) Si B eststable pour (C;, x) et (C,, x) alors B est stable pour (C, x);

(2) Si B eststable pour (C;, x) et (C, x) alors B eststable pour (C,, )il

Ce lemme est la clé de I'algorithme d’Hopcroft qui permet de diminuer la
quantité de travail a faire pour le raffinement et d’atteindre une complexité
aupireen O(knlogn).
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1. function MINIMIZE-HOPCROFT(Q, A, J, qo, F)

2:

3
4:
5
6

CONNS =Y

10:

P ={F,Q\F}
S=0¢
forall x € Ado
ajouter (min(F,Q \ F),x)asS
while S #  do
(C, x) = Por(S)
C'={q € Qlé(g,x) € C}
forall B € P do
REFINE-HopPcroOFT(C’, B, P, S, A)



n: function REFINE-HoPcroOFT(C’, B, P, S, A)
12: B, =Bn C’
13: Bz = B \B1

15: ifBl ?éﬂ/\Bz #ﬂthen

16: remplacer B par B, et B, dans P

17: forall x € A do

18: if (B, x) € S then

19: remplacer (B, x) par (By, x) et (B,, x) dans S
20: else

21: ajouter (min(B, B,),x)a S



Mise en ceuvre

Attention! Lalgorithme d’Hopcroft posseéde une bonne complexité. ..
seulement si les structures de données utilisées ont elles aussi la bonne
complexité!

En pratique, cet algorithme est subtil 3 mettre en ceuvre. On trouve
d’ailleurs plusieurs articles dans la littérature qui expliquent comment faire
cette mise en ceuvre.

Bonne nouvelle! En 2024, on peut faire plus simple et efficace.
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La recherche en marche

Linformatique est une discipline scientifique jeune et active!

Les connaissances continuent de progresser, y compris en algorithmique, y
compris sur de vieux problémes comme celui de la minimisation (les

travaux d’Hopcroft datent de 1971).

On ne connait toujours pas la complexité du probléme de minimisation.
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ABSTRACT. We prove that, for any arbitrary finite alphabet and for the uniform distribu-
tion over deterministic and accessible automata with n states, the average complexity of
Moore’s state minimization algorithm is in @(nlogn). Moreover this bound is tight in the
case of unary automata.



The Average Complexity of Moore’s State
Minimization Algorithm is O(nloglogn) *

Julien David

Institut Gaspard Monge, Université Paris Est
77454 Marne-la-Vallée Cedex 2, France.

Abstract. We prove that the average complexity, for the uniform distri-
bution on complete deterministic automata, of Moore’s state minimiza-
tion algorithm is O(nloglogn), where n is the number of states in the
input automata.



Minimizing incomplete automata
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Abstract. We develop a O(m log n)-time and O(k + n + m)-space algo-
rithm for minimizing incomplete deterministic automata, where n is the
number of states, m the number of edges, and k the size of the alpha-
bet. Minimization reduces to the partial functional coarsest partition
problem. Our algorithm is a slight variant of Hopcroft’s algorithm for
minimizing deterministic complete automata.

Keywords: algorithms, automata, minimization, partitioning.
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that runs in O(n + mlogm), or even in O(n + mlogn), time, where m is the number of
transitions. The program is complete with input, output, and the removal of irrelevant
parts of the automaton. Its invariant-style correctness proof is relatively short.

Keywords: © 2011 Elsevier B.V. All rights reserved.
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Algorithme de Valmari

Idée Partitionner les états et les transitions

Lalgorithme de Valmari fonctionne pour des automates finis
déterministes partiels.

Sa complexité est O(n + mlogn) ou n estle nombre d’étatset m le
nombre de transitions (donc m < kn ot k estle nombre de lettres).

Pour distinguer les deux partitions, on utilise le vocabulaire de blocs et de
cordes pour les classes respectives des partitions des états et des transitions.

A l'initialisation les blocs sont partitionnés selon F et les cordes selon les
étiquettes des transitions.
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1. function MINIMIZE-VALMARI(Q, T, F)

2:

3:
4:

10:

P = INITIAL-BLoCK-PARTITION(Q, F)
J = INITIAL-CORD-PARTITION(T)
while 7 contient une corde non traitée C do
marquer C comme traitée
SpLIT-BLocks(P, C)
while 2 contient un bloc non traité B do
marquer B comme traité
SpLIT-CorDS(J, T, B)
return (Q,T,F)/P



11

12:

19:

20:

21:

. function SpLIT-BLocks(P, C)

CLEAR-MARKS(P)

forallpi q € Cdo
MARK(P, p)
SPLIT-WITH-MARKS(P)

. function SpLIT-CorDS(J, T, B)
CLEAR-MARKS(J)
forallg € Bdo

forallpi q€Tdo

MARK(T, p 5 q)
SPLIT-WITH-MARKS(J)



22: function SPLIT-WITH-MARKS(ZP)
23: forallY € P do

24: Y, = MARKED-ELEMENTS(P)

25: Y, = UNMARKED-ELEMENTS(P)

26: if Y, #0AY, # (J then

27: remplacer Y par max(Y;,Y,) dans P

28: ajouter min(Y,,Y,), non traité, a P



Démonstration

IL_emme Si p et g sontdans deux blocs différentsalors L, # L, . _I

IL_emme Sip 5 qgetp’ % q’ sont dans deux cordes différentes alors ou
bien x # y oubien L, # Lj. _I

mmme Soient p et q deux états d'un méme bloc. Si p et g ontune
transition pour une méme lettre x dans deux cordes distinctes C et C’
alors C ou C’ nest pas traitée. Si p a une transition pour une lettre x
mais pas q alors la transition est dans une corde non traitée. _I

. x y . . .
I:mme Soient p — g et p’ > q’ deuxtransitions d'une méme corde. Si
p et p’ sontdans des blocs distincts B et B’ alors B ou B’ nest pas

traité. _I
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Structure de données pour les partitions

La clé pour obtenir |la bonne complexité avec I'algorithme de Valmari est
une structure de donnée pour les partitions raffinables. Valmari propose
une solution reposant uniquement sur l'utilisation de tableaux.

La mise en ceuvre est tres facile!
La complexité est aussi bonne que Hopcroft!

Les constantes sont meilleures!
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Algorithmes a connaitre

(1) émondage et complétion

(2) déterminisation (automate des parties)

(3) élimination des -transitions

(4) algorithme de Brzozowski et McCluskey (AFN — regexp)
(5) algorithme de Glushkov (regexp — AFN)

(6) algorithme de minimisation de Moore
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