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TD5—De la téléportation et une pincée de ZX-Calcul

1 Entraînement : petits circuits quantiques

Ex1 L’objectif de cet exercice est d’étudier et de concevoir certains petits circuits quantiques utiles dans
les applications. Pour ce faire nous allons utiliser les portes𝐻,𝑋 (également appelée𝑁𝑂𝑇), 𝐶𝑋 (égale-
ment appelée 𝐶𝑁𝑂𝑇), ainsi que la porte 𝑍 qui agit sur un seul qubit, comme suit :

𝑍 : |0⟩ ↦→ |0⟩
|1⟩ ↦→ − |1⟩

(a) Montrer que le circuit ci-contre produit l’état |1⟩−|0⟩√
2

= − |−⟩ : |0⟩ 𝑋 𝐻 𝑋

(b) Montrer le circuit ci-contre est équivalent au précédent : |0⟩ 𝑋 𝑍 𝐻

(c) Calculer l’état produit par ce circuit :

|0⟩ 𝐻

|0⟩ 𝑋 𝑍
Identifier l’état final comme l’un des quatre états de Bell

|||Φ±⟩ = 1
√
2
(|00⟩ ± |11⟩), |||Ψ±⟩ = 1

√
2
(|01⟩ ± |10⟩).

2 Protocole de téléportation quantique

Ex2 Le protocole de téléportation quantique permet à Alice de transmettre un qubit arbitraire |||𝜓⟩ à
Bob sans l’envoyer physiquement, en utilisant : (i) une paire de Bell partagée à l’avance; (ii) 2 bits classiques
envoyés d’Alice vers Bob. Il est décrit par le circuit suivant :

Alice

Bob

|||𝜓⟩ 𝐻

|||Φ+⟩

𝑋 𝑍 |||𝜓⟩

où |||𝜓⟩ est le qubit 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩ qu’Alice veut transmettre à Bob et |||Φ+⟩ désigne la paire de Bell préparée
au préalable par Alice et Bob sur le principe de l’exercice précédent. Les deuxmesures d’Alice produisent
deux bits classiques 𝑎 et 𝑏 qu’elle transmet à Bob pour contrôler la correction 𝑋𝑏𝑍𝑎 qu’il applique sur
son qubit, issu de la paire de Bell.

(a) Écrire l’état initial |||𝜓0⟩ du circuit sur l’entrée |||𝜓⟩ = 𝛼 |0⟩ + 𝛽 |1⟩.
(b) Calculer l’état |||𝜓1⟩ après la porte CNOT.
(c) Calculer l’état |||𝜓2⟩ après la porte H qui suit et réorganiser l’expression selon la valeur des deux

premiers qubits : |||𝜓2⟩ =
∑

𝑥,𝑦 |𝑥𝑦⟩
||||𝜑𝑥𝑦

⟩
.

(d) En déduire l’état du qubit de Bob en fonction des résultats des deuxmesures.
(e) Expliquer pourquoi le circuit de Bob permet d’obtenir |||𝜓⟩ en sortie.



3 Une pincée de ZX-calcul 1

Le ZX-calcul est un formalisme graphique rigoureux qui permet de décrire des états quantiques et de les
manipuler, par exemple pour établir l’égalité entre différentes représentation d’unmême état. Il est dé-
crit par un ensemble de règles pour construire etmanipuler des diagrammes. L’universalité et la complè-
tude ont été établies ces dernières années. Ici, nous nous contenterons d’un premier contact, en partie
guidé par l’intuition. Voici comment recoder les portes de nos circuits sous forme de ZX-diagrammes :

𝑋 𝑋 = (0 1
1 0)

𝝅

𝑍 𝑍 = (1 0
0 −1)

𝝅

𝐻 𝐻 = 1
√
2
[1 1
1 −1]

𝐶𝑋 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 0 2
0 0 1 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

Les diagrammes se composent comme les circuits quantiques. Un diagramme représente une applica-
tion linéaire (pas nécessairement unitaire) et les diagrammes se composent par produit de matrice et
produit tensoriel. Les nœuds des diagrammes sont des araignées :

𝑛 ... 𝜶 ...𝑚 = |0, ..., 0⟩ ⟨0, ..., 0|
+ 𝑒𝑖𝛼 |1, ..., 1⟩ ⟨1, ..., 1|

𝑛 ... 𝜶 ...𝑚 = |+, ..., +⟩ ⟨+, ..., +|
+ 𝑒𝑖𝛼 |−, ..., −⟩ ⟨−, ..., −|
= 𝝅

𝟐
𝝅
𝟐

𝝅
𝟐

Dans les diagrammes, les fils peuvent être déplacés selon les besoins du calcul. Les fils ont aussi une
interprétation matricielle :

= |0⟩ ⟨0| + |1⟩ ⟨1| = |00⟩ + |11⟩
= |00⟩ ⟨00| + |01⟩ ⟨10| = ⟨00| + ⟨11|
+ |10⟩ ⟨01| + |11⟩ ⟨11|

Enfin, des règles de réécriture permettent de passer d’un diagramme à un diagramme équivalent. En
voici quelques unes pour le cas des circuits à un scalaire près :

ID-removal Fusion Color change Bialgebra

(𝑖1)=
(𝑖2)=

(𝑓)=𝜷
𝜶

𝜶 + 𝜷…

… …

……

…
𝜶 ⋮⋮ (ℎ)= 𝜶⋮ ⋮ (𝑏)=

Copy Pi-Copy Hopf

(𝑐)=⋮𝜶 ⋮ (𝜋)=
⋮𝜶𝝅 −𝜶 ⋮

𝝅

𝝅
(ℎ𝑜)=

Ex3 Explorons ensemble le ZX-calcul :
(a) Que représentent les araignées avec un unique fil?
(b) Montrer que la composition de deux CNOT calcule l’identité!
(c) Simplifier le circuit qui calcule l’état de Bell |||Φ+⟩.
(d) Recommencer avec |GHZ⟩ = 1

√
2
(|000⟩ + |111⟩).

(e) Il est temps de s’attaquer à la téléportation quantique!

1. la plupart des figures de ZX-calcul ci-dessous proviennent de l’article arXiv:2509.20663 partagé sous CC-BY-4.0

https://arxiv.org/abs/2509.20663
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