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1 Motivation

Parfois, il peut arriver qu’on ne puisse pas exprimer analytiquement et démontrer, en
échantillon de petite taille, les propriétés d’absence de biais ou de variance minimale d’un
estimateur. Mais on peut toutefois dériver des résultats approchés sur le comportement
de la distribution de I’estimateur lorsque la taille de ’échantillon devient de plus en plus
grand. On s’interesse dans de tels cas aux propriétés pour des échantillons de grande
taille : ces propriétés sont appelées propriétés asymptotiques. Nous nous limiterons ici a
la convergence en probabilité, la convergence en moyenne quadratique et la convergence
en loi d’'un estimateur (ou d’une suite de variables aléatoires).

1.1 Le modele

Considérons le modele de régression linéaire suivant avec k variables explicatives, si on
dispose d’un échantillon de taille n, on écrit pour la ieme observation :

Vi = B1xi1 + Poxio + ... + Brin + € 1=1,...,n (1)

Si dans le modele il y a un terme constant, cela signifie x;1 = 1, Vi. k est alors le nombre
de parametres a estimer et il y & kK — 1 variables explicatives dans le modele.
Sous forme matricielle, en empilant les n observations, on écrit :

y=Xp+e (2)

ou y est la variable expliquée d’ordre n x 1, X est la matrice des variables explicatives
d’ordre n x k, B est le vecteur des coefficients inconnus d’ordre k X 1 et € est le vecteur
d’erreurs d’ordre n x 1.

1.2 Les hypotheses

Sur la nature de la relation entre les variables :
H; : forme fonctionnelle linéaire stable.
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Sur les variables explicatives :
H : les variables explicatives sont supposées non stochastiques (fixes) ou,
Hy : indépendantes du terme d’erreur : cov(X,¢e) = 0.
On suppose que la matrice X est de rang complet : rg (X) = k < n (les colonnes de
X sont linéairement indépendantes).
Pour obtenir les propriétés asymptotiques, on note que I’hypothese d’indépendance
entre variables explicatives et terme d’erreur implique plim %X'e = 0. On sup-
pose de plus limn_mo%X’X = @ (ou plim %X’X = @), matrice définie positive,
En particulier, I’élément sur la diagonale principale de la matrice @ s’écrit : gj; =
limn_,OO%Z?ZI ar:?j, et j=1,.., k.

Sur les erreurs :

E (e€) = o?
Hsy @ g; ~ d..d. (0,02), les erreurs sont indépendamment et identiquement distri-
buées.
Hs. :g; ~i.i.d. (0, 02) et le moment d’ordre 4 existe : E(E;l) = pg < 0.
Hsg:e~N ((), 0?1 ), les erreurs sont normalement distribuées, d’espérance mathé-
matique nulle et de variance constante 2.
Ces hypotheses, allant de la moins restrictive a la plus restrictive, sont emboitées,

on a l'implication suivante :

E(e) = . . .
Hs, : { (6)=0 Les erreurs sont d’espérance mathématique nulle.

H3y = H3. = Hz = Hj3,

1.3 Les estimateurs des MCO

L’estimateurs de [ est obtenus en appliquant la méthode des Moindres Carrés qui
consiste a minimiser la somme des carrés des erreurs.
Soit le vecteur d’erreur : € = y — X 5. La somme des carrés des erreurs s’écrit :

SS=éé=(y—XB)(y—XB) (3)

Le probleme est donc de minimiser cette somme des carrés des erreurs par rapport au
vecteur des coefficients inconnus g :

min S =min (y = X3)'(y - X5) (4)
Développons SS :
SS = yy—BX'y—yXB+ B X'Xp
= Yy 20Xy + B'X'Xp
En effAet /3” X'y=yX ﬁ ; ces expressions représer}tant lg méme scalaire. Notons au passage
que 2’ X'y est une forme lindaire en 3 et que 3’ X’ X3 est une forme quadratique en S.
Ecrivons les conditions du premier ordre :

0SS

op
Sirg(X) = k, X'X est définie positive, donc X’'X est non singuliere, son inverse existe.
On peut donc écrire :

= 2X'y+2X'X =0 (5)

Buco = (X'X) 71Xy (6)
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1.3.1 Propriétés en échantillon de taille finie des estimateurs des MCO

e Considérons I'hypothese Hs,, la moins restrictive sur la spécification des erreurs.
On postule ’homoscédasticité et ’absence de corrélation des erreurs. On a vu que
I’estimateur des MCO, noté BMCO s’écrit EMCO = (X'X)_1 X'y, par conséquent :
3]\400 = Ay avec A = (X’X)f1 X' et BMCO est un estimateur linéaire en y.
E(BMCO) = AE(y) = AXB = (X’X)" ' X'XB = 8 donc Brco est un estimateur
centré de f5.

V(Buco) = AV A = 6244 = o (X'X) ' X' X (X'X) " = 02 (X'X) ! est la
matrice des variances-covariances d’ordre k x k de I'estimateur B MCO-

Si on appelle 27 Pélément d’ordre (i, j) de la matrice (X'X) " :

V(B,) = g2g"
cov(Bi, BJ) = oz
° B vco, est BLUE (Best Linear Unbiased Estimator) : c¢’est-a-dire que c’est I’estima-

teur & variance minimale dans la classe des estimateurs linéaires centrés (Théoréme

de Gauss-Markov).
o 52,00 = 72 estimateur centré de o2 car E (SS) = 0% (T — k) = E (63,00) = 0°

En effet la somme des carrés des erreurs estimées SS s’écrit :
~ ' ~
5SS = ge= (y - X,BMCO) (y - XﬁMco)

= Yy —BucoX'y — v XBuco + BrycoX' XBruco

= y'y—2BycoX'y + BucoX'X (X/X)il X'y

= Yy —2BucoX'v+ BrucoX'y

= ¥y —BucoX'y
Malis aussi :

SS = y/MXy = E/MX{-: (7)

ot Mx =1T—-X(X'X )71 X' est une matrice idempotente et symétrique de rang
T — k. SS est donc une forme quadratique idempotente en y ou en €.
En effet :

1

E = y—XBuco=y—X (X'X) ' X'y=(I-X(X'X)"' X)y = Mxy

= My (XB+E): Mxe
carM x X=0

Montrons que 6]2\400 est un estimateur centré de o2, calculons ’espérance mathéma-
tique de S'S :

E(SS) = E (tre'Mxe) = E (tr Mxee') = tr Mx E (e€') = o*tr Mx = o (T — k)
Ce qui implique que 63, = % est un estimateur centré de 0% car £ (8%400) =02

La matrice des variances-covariances estimée de By;co s’écrit alors :

V(Bumco) =310 (X/XY1



Cem Ertur Rappels : Théorie asymptotique

Remarque 1 En échantillon de petite taille, sous I’hypothése supplémentaire de norma-
lité des erreurs, on montre que :

o Buco ~ N(B,0*(X'X)™).
e SS/o% ~ 2 _,, indépendant de Byco.

e Byrco est Uestimateur du maximum de vraisemblance. Il atteint la borne inférieure
de I'inégalité de Cramer-Rao. Il est donc efficient parmi tous les estimateurs centrés
(linéaires ou non) sous ’hypothese de normalité des erreurs.

° 8%400 est proportionnel a lestimateur du maximum de vraisemblance : G%JV =
% qui est biaisé, et 3%400 = ﬁ&%ﬂ/. 312\400 n’atteint pas la limite inférieure
de l'inégalité de Cramer-Rao. On montre cependant que 3]2\400 est efficient parmi
tous les estimateurs centrés quadratiques : il est BQUE (Best Quadratic Unbiased

Estimator) sous I'hypothése de normalité des erreurs.

2 Convergence stochastique

2.1 Estimateur convergent en probabilité (consistent estimator)

Définition 1 Soit én un estimateur de 6 fondé sur un échantillon de taille n, alors la suite
d’estimateurs 6, est convergente si elle converge en probabilité vers 0, c’est-a-dire si, quels
que soient les nombres § et £ arbitrairement petits, il est possible de déterminer une taille
d’échantillon ng telle que :

Vo > 0,Ve > 0, dng tel que Vn > ng :>Pr{

én—9‘<s}>1—5 (8)

Ceci signifie qu’en augmentant la taille de ’échantillon, on peut rendre ’estimateur 6,,
aussi proche de la vraie valeur de # qu’on le souhaite avec une probabilité égale a 1. Nous
pouvons aussi écrire :

Ve >0, lim Pr Hén—e( <5} —1 9)

On dit alors que 6, converge en probabilité vers 6 et on note 6, 25 6 ou plim 6, = 6. On
dit aussi que 6,, est un estimateur convergent en probabilité de 6.

Propriété 1
Supposons que plim S, = v et plim7T,, = 0, avec v et 6 des constantes finies.

e plimy =~ : le plim d’une constante est égale a cette constante.

e plim$S, £ 7T, =plim S, £ plim7T,, =v+ 60

e plim %LT” :lplirgSn. plim T, = ~0
. n pim .oy Y
° phmT—n = rian =7 avec 6 #£ 0
e Théoréme de continuité (Slutsky) :

Pour toute fonction continue g qui n’est pas fonction de n on a : plimg(S,) =

g(plim Sy,) = g(7).
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F1GURE 1 — Convergence en moyenne quadratique et convergence en probabilité

2.2 Estimateur convergent en moyenne quadratique

Définition 2 Soit én un estimateur de 6 fondé sur un échantillon de taille n, én est un
estimateur convergent en moyenne quadratique de 6 si les deux premiers moments def,,

existent et sont finis : E(f,) < oo et E(2) < 0o et si hHm E [(én - 9)2] =0.

Nous avons vu que l'erreur quadratique moyenne (mean square error, MSE) s’écrit :

~

Eb, —6)>=V(8,) + B%(8,)
par conséquent :

lim E [(én - 9)2} =0 <+  lim V() =0et lim B, =0
n—-m:uo0 n—m:o0 n—-m:o0

Un estimateur est convergent en moyenne quadratique s’il est asymptotiquement sans biais

et que sa variance tend vers zéro lorsque la taille de I’échantillon tend vers l'infini et on

note én % 9 ou én % g,

Une condition suffisante pour que 6,, soit un estimateur convergent en probabilité est
qu’il soit convergent en moyenne quadratique, c’est-a-dire que son biais et sa variance
tendent tous les deux vers zéro lorsque la taille de I’échantillon tend vers l'infini. Cette
condition est simple & vérifier en pratique, mais ce n’est pas une condition nécessaire. Un
estimateur peut étre convergent en probabilité méme si son biais ne tend pas vers zéro.



Cem Ertur Rappels : Théorie asymptotique

Théoréme 2
La convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilité, la réci-

proque est fausse :
é m.sS

L, %500 — 0, L5 0

Exemple 1 Soit une population caractérisée par une variable aléatoire X. Supposons que
dans la population E (X) = p et V (X) = o2
Soit un échantillon aléatoire de taille n. Soit X, la moyenne de I’échantillon : X,, =

n
Zi:l X
Nous avons vu que :

e E( X,) = p estimateur centré, sans biais de p : B( X,) =0
— 2 . J—
o V( Xn):%etnhjmoo‘/(Xn):O
Par conséquent X,, est un estimateur convergent en moyenne quadratique de u, ce qui
implique que X, est un estimateur convergent de u.

2.3 Convergence en loi ou en distribution

Définition 3 Soit X1, Xs, ..., X, une suite de variable aléatoires de fonctions de réparti-
tion Fl, FQ, ceey Fn

On dit que la suite {X,,} converge en loi ou en distribution vers la variable aléatoire
X de fonction de répartition F' si :

lim |F,(x)— F(z)]=0

n—aoo

en tout point de continuité de F'.

On note X, i> X ou X, i> X. F est la fonction de répartition limite. La distribution
limite est souvent donnée en terme de fonction de densité de probabilité : par exemple

X, -L N (0,1) : la distribution limite de X,, normal centrée réduite.

Théoréme 3
La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

L
X, X = X,5>X
La réciproque est fausse sauf si X est égale a une constante c, on a alors :
L p
X, —c == X, —c

Théoréme 4 (Théoréme de Slutsky)
Soit la suite { X, } de variables aléatoires telle que X, Ly X, soit Ia suite {Y,,} de variables
aléatoires telle que Y, Le

L X,+Y, 55 X 4

2. X,V 25 eX

3. X, )Y, -5 X/e

4. Généralisation : X, Ly X et g est une fonction continue qui ne dépend pas de la

taille de I’échantillon n, alors : g(Xy,) N 9(X).
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FIGURE 2 — Relation entre les différents modes de convergence

2.4 Loi faible des grands nombres

Théoréme 5 (Théoréme de Khintchine)
Soit Y1, Yo, ..., Y, une suite de variables aléatoires identiquement, indépendamment distri-
buées telles que E(Y;) existe pour tout i. Alors :

1
B(Y)=p<oo=Yo=—3 ;" p

Théoréme 6 (Convergence des moments d’un échantillon aléatoire)
Soit une population caractérisée par une variable aléatoire X. On distingue les moments
simples d’ordre r : E(X") = m, et les moments centrés d’ordre r : E[(X — p)"| = p, de la
population, oti r

Soit un échantillon aléatoire X1, Xs,..., X, c’est-a-dire une suite de variables aléa-
toires identiquement, indépendamment distribuées telles que E(Y;) existe pour tout i. Les
moments simples et centrés d’ordre r de I’échantillon sont respectivement définis de la

maniére suivante : 1 1
T Y\
- ¢ et~ > (Xi - X)

Alors on montre que les moments simples et centrés d’ordre r de I’échantillon convergent
en probabilité vers les moments simples et centrés d’ordre r de la population :

1
plim — > X7 =E(X]) =m, (10)

plim = 3(X; — X) = B[(X = u)'] = (11)



Cem Ertur Rappels : Théorie asymptotique

3 Théoréemes Central-Limit

Théoréme 7 (Théoréme de Lindberg-Lévy)

Soit {Y,} une suite de variables aléatoires, indépendantes et identiquement distribuées
telle que E(Y;) = p et V(Y;) = o? finie pour tout i = 1,...,n. Calculons la I’espérance
mathématique et la variance de la somme de ces n variables aléatoires i.i.d.(j1,0?) :

B _Y) =3 E(Y) =nu

VQ_Yi) =) V(¥y) =no?
i i
Définissons la somme standardisée de ces n variables aléatoires :

g i Yimw Y Yi—p) _YnyinYi—p)  Ya—p G —w)

" Vno Vo o/n  ofyn

Alors Z,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite :

Zn 25 N(0,1)

Théoréme 8 (Théoréme de Liapounov)

Spanos A. (Statistical Foundations of Econometric Modelling, 1986, p. 174)

Soit {Y,} une suite de variables aléatoires, indépendantes et identiquement distribuées
telle que E(Y;) = pi, V(i) = 02 < oo et E(]Y;|*T9) < 00,6 > 0 pour tout i = 1,...,n.
Définissons ¢, = (31—, 02)Y/2. Si, de plus :

&
lim WZE(\Y;—M\Q”):O

n—aoo
no=1
Alors la somme standardisée Z,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite :
L
Zn — N(0,1)

Théoréme 9 (Théoréme de Lindberg-Lévy / multidimensionnel)

Soit {Y,,} une suite de vecteurs aléatoires de dimension m x 1, indépendants et identique-
ment distribués d’espérance mathématique E(Y;) = u et de matrice de variance-covariance
), définie positive.

Alors la somme standardisée Z,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite :

Z, 25 N(0,Q)
oit Zy = /n(Y, — p) et Y,, = L 57" Y, sont des vecteurs aléatoires de dimension m x 1.

Théoréme 10 (Théoréme Central-Limit généralisé de Malinvaud / unidimensionel)
Malinvaud E. (Méthodes statistiques de I’économétrie, 1974, p. 269-271)
Soit {Y,,} une suite de variables aléatoires, indépendantes et identiquement distribuées
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telle que E(Y;) = 0, V(YV;) = 02 < c0.
Définissons la variable standardisée :

1 n
anﬁ;vm

ot v;,i —1,...,n sont des scalaires uniformément bornés, tels que lim,, o %~ S v? =q

avec 0 < g < o0.
Alors le vecteur standardisé Z,, converge en loi vers la loi normale centrée réduite :

Z, -5 N(0,1)

Théoréme 11 (Théoréme Central-Limit généralisé de Malinvaud / multidimensionel)
Malinvaud E. (Méthodes statistiques de I’économétrie, 1974, p. 269-271)

Soit {Y,,} une suite de vecteurs aléatoires de dimension m x 1, indépendants et identique-

ment distribués d’espérance mathématique E(Y;) = 0 et de matrice de variance-covariance

), définie positive.

Définissons le vecteur aléatoire standardisé Z,, de dimension k x 1 :

1 n
Zp = \/H;AZYZ

ou A;,i =1,...,n est une matrice de dimension k X m composé d’éléments certains unifor-
mément bornés tels que :

2 n
. g /
lim — E AQA =Q

n—oo n
i=1

ou () est matrice de dimension k x k, définie positive. Alors le vecteur standardisé Z,
converge en loi vers la loi normale centrée réduite :

Zn 5 N(0,Q)

Théoréme 12 (Théoréme sur le produit de deux suites)

Soit {Y,,} une suite de vecteurs aléatoires de dimension m x 1, soit {W,,} une suite de
matrice d’éléments certains ou aléatoires de dimension k X m.

Supposons que :

Y, L v etw, Lsw

ou W est une matrice de constantes finies de rang k < m. Alors la suite W,,Y,, converge
en loi vers le vecteur aléatoire WY.

Exemple 2 Supposons que Y, Loy~ N(p, Q) et W, L5 W alors W, Y, N N(Wu, WQW").
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4 Propriétés asymptotiques des estimateurs des MCO

Propriété 13 (Convergence en probabilité)
Sous les hypothéses Hy, Hy avec 1imnﬁoo%X’X = @), matrice définie positive (ou H), avec

plimn_ﬂ)o%X'X = (, matrice définie positive) et Hs, on montre que 'estimateur des MCO

est convergent en probabilité, de méme que I'estimateur de la variance résiduelle 2 :
plim Byco = B
plim o200 = o2

On montre également que ces estimateurs sont convergents en moyenne quadratique.

Démonstration.
e On calcule la limite en probabilité de Bprco :

~ 1 -1 1 1 —1 1
plim Byrco = B+plim [(X'X) -~ X'e| =B+ <X'X> -plim |:X,€:| (12)
n n n n

or on sait que par hypothese plim (%X/X)_1 = Q! et plim (£ X’¢) = 0. Par consé-
quent plim B vco = B. Lestimateur des MCO de [ est convergent en probabilité.

e On calcule la limite en probabilité de o2 :

. SS 1 n 1 _
300 = = ks’ng = —(I, - X(X'X)"'X")e  (13)
200 = — -ls’s— ! 'X(X'X)1X'e (14)
MCO™ 0k n n— n
. A2 . n . 1 /
plim 63,00 = plim % - plim oee (15)
=1
1 1 -1 1
— plim <n”k> plim <n5’X> plim (nX’X> -plim <nX’5> (16)
= = Q1 =0

o . 1 . 1
plim 0%400 = plim (ns'a?) = plim <n 2612> (17)

On applique la loi faible des grands nombres (théoreme de Khintchine) & la suite de
variables aléatoires 5%, 5%, ...,€2 identiquement, indépendamment distribuée d’espé-
rance mathématique E(e?) = o? finie :
1
2 2 2 P, 2

E() =0 <OOZ>EZ‘% — 0
Par conséquent, on obtient plim &%400 = o2. L’estimateur des MCO de o? est
convergent en probabilité.

10
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Propriété 14 (Distribution asymptotique)

Sous les hypothéses Hy, Ho avec limn_mO%X’X = (@, matrice définie positive (ou H
avec plim,, %OO%
des MCO est asymptotiquement normalement distribué, de méme que I'estimateur de la

variance résiduelle 52 :

X'X = @, matrice définie positive) et Hs,, on montre que l'estimateur

. . 2
Va(Buco — B) 5 N(0,62°Q7Y)  Vas(Buco) = %Q’l

M4—U4

N d X
V(3o —0%) == N(0,pa — o) Vas(o?mco) = -
ol [ty = E(ef), le moment d’ordre 4 du terme d’erreur. On dira que Brico est asympto-
tiquement normal de variance asymptotique %2@*1 et que &]2\/[00 est asymptotiquement
4
normal de variance asymptotique *——.

Sous I’hypothése supplémentaire de Normalité Hsg, on a p* = 30 et BMCO et 6]2\400
ont des variances asymptotiques qui atteignent la borne inférieure de I'inégalité de Cramer-
Rao. IIs sont donc asymptotiquement efficients.

Démonstration.
e On calcule la distribution asymptotique de Byrco :

Brco =B+ (X'X)'X'e (18)

La distribution asymptotique s’obtient en calculant la distribution limite de l’esti-
mateur centré multiplié par le facteur de normalisation qui est ici égal & \/n :

b
NG

Cette expression correspond au produit de deux suites : on sait que plim (%X 'X ) 1o

Q! par hypothese. Il nous faut donc calculer la distribution limite de ﬁX ‘e en

-1
Vi(Buco — B) = (;X’X> X'e (19)

utilisant le théoreme Central-Limit généralisé de Malinvaud :

1 1 1 <&
—Xe=— gi+ ... = — i€i 20
\/ﬁ 3 \/ﬁ($151 + +xz€1 + +$n5n) \/ﬁ;xlgl ( )

ol z; est la i*™° colonne de la matrice X et donc z est la i®™¢ ligne de cette matrice.
1 & ~.i.d.(0,0?) par hypothese
2 les x; sont fixes, non aléatoires, uniformément bornés tel que :

1 o? 51
- Z$1V(€)$2 = ZZL'Z:E; =0 EX,X (21)
en passant aux limites, on obtient :
1 1
lim 0?~X'X =0? lim —X'X = ¢%Q définie positive (22)
n—>o0 n n—oo n

par conséquent les deux conditions du théoreme Central-Limit généralisé de Ma-
linvaud sont satisfaites et on a :

L xe 4 N(0,0%0Q) (23)

B

11
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On applique maintenant le théoréme sur le produit de deux suites :

ValBuco — B) -5 N(0,Q'0?QQ ™) (24)
Vi(Buco — B) % N(0,62Q7") (25)

d’ou nous déduisons que Syrco est asymptotiquement normalement distribué d’es-
7 , . . . . 2

pérance mathématique 3 et de matrice de variance-covariance °-Q 1 En effet,

nous pouvons donc écrire la vraie matrice de variance-covariance asymptotique :

~ 0’2 _1
Vas(ﬁMC’O) = ?Q (26)
qui sera estimée par :
N 62 (1 -1
Vas(Brco) = — (nX’X> =54(X'X)7 ! (27)

avec 62 = SS/(n — k).
Notons que la variance asymptotique de ﬁ Moo atteint la borne inférieure de 1’in-
égalité de Cramer-Rao (cf. Rappels Econométrie, p.24). Cet estimateur est donc
asymptotiquement efficient, on dit parfois qu’il est BAN (Best Asymptotically
Normal).
e On calcule la distribution asymptotique de 012\4007 exprimons l'estimateur centré
multiplié par le facteur de normalisation /n :

ViGhico ~ %) = (e Mxe - Vio? (25)

_ \/ﬁ e — \/ﬁ e 3y \—1 e _ n02
=k n ) X(X'X)"'X'e —/n.

n L, o, om 1, (1 N,
—(n_k)\/ﬁaa Vno (n—k:)\/ﬁgX<nXX nXE

_on 1, (n—kWn n 1, 1, \ ‘1,

_(n—k:)\/ﬁgg_(n—k)\/ﬁgz_(n—k)\/ﬁgX<nXX> n e

L SOV V. S VTR SN N SUVIVY ST R

BN CET SRV s A ey (n—k>ﬁ5X<nXX> n e
-1

= (nﬁk)ln(f:'e—nJZ)—i— (:\_/7;)02_ (nik)\/lﬁng (;X'X) %X’s

n 1 n k</n n 1 , 1 , —11 ,
:(”—@W;(S?_”Q“(n—fk)(ﬂ‘<n—k>¢ﬁ5X<nXX> e

On note que :
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La distribution limite de \/n(63,,,—0?) est donc celle de ﬁ S v; avec v; = €2 — o2,
Or :

E(v;)) =E(e? — 0% =0

V(v;) = E(v}) = E(e} — 2e26% 4 o%)

V(v;) = E(e}) — 20° E(e?) + o

V(v;) = E(e}) — 20* 4 o*

V(vi) = E(e]) -

Il faut que le moment d’ordre 4 existe : si E(e}) = uy < oo alors v; ~ i.i.d.(0, us—o?).
On applique alors le théoreme Central-Limit de Lindeberg-Levy :

fz \FZ€—J)—>N(OM4—J4) (29)

et donc : 4
V(6300 — ) == N(0, g — o) (30)
d’ou nous déduisons que ‘312\/[()0 est asymptotiquement normalement distribué d’es-

pérance mathématique o? et de variance “4 . En effet, nous pouvons donc écrire
la vraie variance asymptotique :

Vis#rc0) = =T e
Si de plus, on suppose la normalité des erreurs, on a u* = 304 et :
Vil6hico —0%) = N(0,20%) (32)
et A
Ves(6h1c0) = - ()

Notons que la variance asymptotique de &]2\/100 atteint la borne inférieure de I'in-
égalité de Cramer-Rao (cf. Rappels Econométrie, p.24). Cet estimateur est donc
asymptotiquement efficient, on dit parfois qu’il est BAN (Best Asymptotically Nor-
mal).

5 Meéthode Delta : test asymptotique d’un ensemble de res-
trictions non linéaires
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