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1 Dérivée d’une somme et d’un produit
On consideére la fonction
f:x— z*e” + 3 sinz.

f est la somme des deux fonctions : x +— 2% e et x + 3 sinz; d’aprés la formule {D1}, sa dérivée est la
somme des dérivées [z* e“’]/ et [3 sinz]’.

On dérive le produit z* x e” en appliquant la formule {D2}, et le produit 3 x sinz en appliquant la
formule {D1*}.

!/ !

() = zt x e” + 3  Xxginz
N =~ ~—~ N~
u(,,) u(£) constante w(x)

= 42°x e® + z* x e + 3 X COS
N g N ~— =~

u'(z)  v(z) u(z)  v'(x) constante  w’(x)

8

= (2*+42%)e” +3cosa
Comme dans cet exemple, on utilisera dans ce document la notation “simplifiée” sinz pour sin(z).
Il en sera de méme pour cosz, Inx ou encore arccosz ... Attention toutefois a ce qu’il n’y ait pas

d’ambiguité. Par exemple, on n’écrira pas : cos 2z + 5 pour cos (2 T+ g) ou encore In(3 z + 2) sinz pour
In((3z+2)sinx)

2 Dérivée d’une fonction composée

On se propose de dériver la fonction f définie par :
f(z)=In(2* — 42 +3)

On reconnait un “enchainement” de deux fonctions, et on dessine un diagramme qui met en évidence cette
composition :
f:anxQ—4x+3|L>ln(x2—4x+3)
On a ici (formule (4)) :
f(z) = (H o) (z) = In ((x)).
Les deux fonctions que 'on compose sont ainsi mises en évidence.

e Le domaine

f(@)=1In(2* — 42 +3).
La fonction ¢ : = + 2% — 4z + 3 est définie sur R . Pour que In (¢(x)) existe, 1(x) doit étre
strictement positif.

Le domaine de f, que l'on notera %y, est donc 'ensemble des réels x tels que ¢(x) > 0. Comme
Y(x)=(r—1)(x—3),on a:
D =] — 00; 1[U]3; 400l
e Dérivabilité
Le théoréme de dérivabilité d’une fonction composée dit la chose suivante :
Si ¢ est dérivable en a et H est dérivable en b = ¢(a), alors la composée H o 1) est dérivable en a.

Dans notre exemple, ¥ est dérivable sur R donc en tout point a €] — oo; 1[U]3; +00], et la fonction
H = In est dérivable en b = ¢(a) > 0.

L’application du théoréme nous permet d’affirmer que la composée H o) est dérivable sur ’ensemble
| = 00; 1[U]3; 400



e Calcul de f'(z) = [In(2? — 4z + 3)]/ !
On applique la formule {D3} :

(Ho) (z) = H((z)) x ¢'(z) avecici H'(X)= %

Pour tout z de | — oo; 1[U]3; 400 on a :

’ 10,2 2 !
fl) = H'(z® -4z +3)x [2° —4x + 3]
(¥(=)) ! ()
1
B $2_4m+3x(2x—4)
B 2(xz — 2)
 (z—1)(x-3)

3 Intégration par parties

On se propose de calculer une primitive de la fonction = +— x cos z, c’est-a-dire I'intégrale indéfinie :

/x cosx dx

Le produit = x cos x ne s’intégre pas directement. Essayons alors une intégration par parties. On rappelle
la formule? {P2} :

/ f(z) % ¢ (z) dz = f(z) x glz) - / F(z) x g(z) da

Deux choix possibles
On peut naivement envisager deux possibilités : poser ¢'(x) = z et f(x) = cosz ou encore ¢’'(z) = cosz
et f(z) =2

Premier choix

g@)=z;  g(z) = 32°
Posons { f(x)=cosz; f'(x)=—sinx
L’application de la formule nous donne :
1 2 1 2 .
x cosx dr = Pl (cosz) — 7% (—sinx) dz

~ ~—— ———
9'(z) fla) =~ @ 7 f)

g(x) g9(z)

1 1
5952 cosa:+§/x2 X sinx dx

Le calcul est juste, mais il ne permet pas d’aboutir : la primitive f 2% x sinx dx est plus difficile & calculer
que [z coszdx.

1. 11 ne faut pas confondre la notation (abusive) [In(y(z))]" avec In/(¢)(x)). La premiére désigne la dérivée (In o )’
appliquée & z alors que la seconde désigne la dérivée In’, appliquée a () : (In o ¥)'(z) # In’ (¢(z)).

2. On peut utiliser une intégration par parties pour intégrer un produit. La formule nécessite de savoir intégrer au moins
I'un des deux facteurs. Mais il reste toujours une intégrale a calculer. On espére simplement que celle-ci sera plus facilement
calculable que la premiére.



Le bon choix? , .
g (x) =cosx; g¢g(xr)=sinzx

fl@) = ; f(x) =1

L’application de la formule {P2} nous donne :

Posons {

T cosx dr = x xsin:c—/ 1 sinz dx
N~ <=~ ~ =~
f(z) g'(z) flz)  g(=) f(z) g(z)

= xsina:+/—sina: dx

= xsinxr+cosz

4 Intégration par substitution (1)

On choisit comme exemple l'intégrale définie
1
/ z (2 +5)dx
0

1
qui est, & un coefficient prés, de la forme / ' (z) x H((z))dz ot ¢(z) = 22 + 5.
0

L’idée est d’introduire une nouvelle variable en posant u = 1(x) = 22 + 5. La différentielle de u est
du = ¢'(z) dx = 2z dz. On écrit alors :

1
/x(x2+5)7d1;:/(x2+5)7xdx=f/u7du
—_——— N~ 2

7 1
u 5 du

Lorsque £ = 0, u = 5 et lorsque x = 1, u = 6 : on obtient ’égalité

1 1 /6
/:c(x2+5)7d:c = 7/ u’ du
0 2 Js
1 1,46 1288991
= fxf[u] =
2 8 5 16

Il ne faut pas confondre avec 'intégration par parties. Dans une intégration par parties, il s’agit d’in-
tégrer un produit de la forme u'(x) x v(z) ou les deux facteurs n’ont pas de lien, alors que dans une
intégration par substitution, on intégre un produit de la forme u'(z) x H(u(x)) ot les deux facteurs sont
liés.

5 Intégration par substitution (2)

On applique la méthode de substitution pour calculer I'intégrale indéfinie (primitive)

F(z):/sinxew”dl’

On pose ici u = cosz. On a alors du = —sinx dx et on obtient ’égalité :
/ sinz e“®* dr = /—e“ du = —e"
d’ou
F(m) — _eCOSCL‘

3. Dans cet exemple, que 'on intégre ou que ’on dérive cosx, on obtient, au signe prés, sinxz. On voit donc que le bon
choix consiste & « descendre » le degré de z. Ce sera le choix & faire pour calculer les intégrales de la forme [ z™e? dz,
J z"sinzdxr et [ 2" cosx dx.



6 Avec les deux méthodes

On se propose de calculer I'intégrale indéfinie
F(z) = / eV® da

On commence par une substitution en posant u = \/x.

La différentielle de u est du = # dz et on écrit
xT

1
vz — LeVE T
/e dz /2\/56 2\/Edﬂc
/Que"du

= 2/ue“du

On calcule ensuite [ue" du en intégrant par parties.

Flu)=ev; fu)=e
Posons {g<u>=u; g'(u) =1

On obtient alors

/ue“du = ue“—/e“du

= wuye“ —e"
= (u—1)e"

On en déduit
Fz)=2(Vz —1)eV®

7 Puissances rationnelles d’un réel positif

1. Racines n-iémes
Pour tout entier n > 1, la fonction x +— 2™ définit une bijection (relation biunivoque) :
— de [0; +oo] sur [0;4o00[ si n est pair;
— de | — 00; 400[ sur | — 00; +00[ si n est impair.

Sa fonction réciproque est appelée racine n-iéme et est notée z — /. Pour n = 2, ¥z = \/x.

2. Puissances rationnelles d’un réel positif

Pour tous z €]0; +o00[, p € Z et ¢ € N*, on note :

1 L 2
r1 = ¥/x et, plus généralement, z¢ = VaP.



Remarques :

q q
— Pour tout réel > 0, on a clairement les égalités (x%) =uzet (a:%) =zP .

— Sip >0, on peut définir 04 (=0).
— L’écriture d’un nombre rationnel n’étant pas unique, on doit vérifier que pour tous = €]0; +o0],

’ p_
pGZ,qGN*,p’EZetq’GN*,Sig:%,alorsona:mg:a:q’.

On note a =z et b= 7.
’ 4 4 ’ ’ N 4 N 4 ’ /
On a alors a?? = (a9)? = (zP)? = 2P’ et b79 = (bq> = (xp) =29 8i B =% alors
p-¢ =p - qetalors a?? = b7 soit a=b (car a > 0et b>0).
Cette propriété permet de définir 2" ot r € Q : 2" = x4 ol p EZ et g € N* tels que r = ’ql, le

résultat ne dépendant pas du choix des entiers p et q.

— Considérer des réels x négatifs pose probléme.

Par exemple, on aurait (—8)3 = /=8 = —2 et aussi (—8)5 = ¢/(—8)2 = /64 = +2

— L’égalité In (™) connue pour tout réel = > 0 et tout entier n est encore vraie pour un exposant
rationnel r = % :

Pour tous p € Z et ¢ € N*, on a q~ln(x§) = ¢-In(¥2?) = In(a?) = p-Inz don

p . »
In (;r:q) = Iql Inz c’est-a-dire x«

= exp(? Inx).

Ainsi, une puissance rationnelle d’un réel positif peut étre définie avec les deux fonctions loga-
rithme et exponentielle. Cette écriture peut étre efficace dans les démonstrations, comme celles
proposées ci-apres.

e En utilisant les propriétés des fonctions exp et In, vérifier pour tous x >0,y > 0,r€ Q,s € Q,
on a les égalités :

r XITr = T Xy = (Jj . y)r (x’l")s — x’r’XS

" xx® = exp(rlnz)-exp(slnx) 2" xy" = exp(rlnz)-exp(rIny)

(
exp (rnz + s Inz) = exp(rlnz+rlny)

(

(

= exp((r+s)lnz) _

s = exp(r(lnz+Iny))
= 7 = exp(rIn(z-y))
(z-y)"
(") = exp(sIn(z"))

exp (s In (exp(r lnx))
= exp(s-rlnz)

s-r

X

Les propriétés bien connues pour les exposants entiers se généralisent aux exposants rationnels et
seront utilisées sans démonstration.



3. Dérivées des fonctions puissances rationnelles

Pour tout nombre rationnel r, la fonction f : z — x” est dérivable sur ]0; +o0], et sa dérivée est
flixs ezt

La fonction f est la composée :
x+—rlnz—exp(ring).

En appliquant la formule {D3} on obtient la dérivée :

/

z"] = exp |rInz
[z"]
~ \ =
H ¥(z)

= exp/ [rnz | x[rnz)

H P(z) W' ()
1
= exp(rlnz)xr.—
T
1
= a'-r-—
x
ra’ o
= ra" !

La formule de dérivation valable pour les exposants entiers se généralise aux exposants rationnels :
c’est la formule (26) qui sera utilisée directement dans les calculs de dérivées ou de primitives,
comme dans les exemples suivants.

e Calculer la dérivée de la fonction g : x — /.

La fonction g peut s’écrire comme la fonction « puissance 1/4 » : g(z) = z%. En appliquant la
formule (26), on obtient sa fonction dérivée :

1 . 1 _s 1
/ 1_9 _3
€r) = —x4 = —x 4 =
9@ = 1 4zt
Calculer 1 imiti ! d
e Calculer la primitive % T.
o - . . . 1 1 _s .
La fonction & intégrer s’écrit en fait comme une fonction puissance : — == 5 =7 % On obtient
x s

la puissance —% en dérivant la puissance —% +1:

/ 1 dx = 1 1’7%+1:7§x7§:f 32

Vad -2+1 2 213



