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Introduction

Vibrations : oscillations (mouvement périodique) d’un systeme élastique de part
et d’autre d’une position d’equilibre.

Frequemment rencontré dans I’industrie et recouvre de nombreux domaines :
automobile (origine mécanique ou aérodynamique, confort vibratoire et
acoustique), aéronautique et aérospatiale (lanceurs au déecollage excités par couche

limite turbulente), genie civil (stabilité des ponts sous excitations aérodynamiques,
seismes), . ...

Vibrations d’une automobile générant du bruit
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Introduction

Les vibrations peuvent étre « positives ».

En musique : le ton d’un son est determine par la fréguence de vibration.

On peut construire des appareils qui utilisent les vibrations mécaniques pour
remplir une fonction désirée : générer des efforts importants avec une énergie
modérée (perforatrice, marteau-piqueur, ...) ou mettre en mouvement des objets

(tamis, bol vibrant, ...).
-

Mais la plupart du temps on cherche a atténuer les vibrations car :

- elles sont a I’origine dans certaines machines d’imprécisions, de bruit, d’usure
prématurée et de fissures, entrainant finalement la rupture de la piece,

- les vibrations des voitures, trains, avions ou bateaux provoquent I’inconfort des
voyageurs, et diminuent parfois la sécurité de conduite de ces véhicules,

- les vibrations de grandes structures peuvent prendre dans certains cas des
proportions catastrophiques
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Introduction

Résonance

Phénomene essentiel et caracteristique du comportement vibratoire. Pour la plupart
des structures, il existe certaines fréquences, dont I’excitation provoque une
réponse tres supérieure a la réponse statique.

Amplitude :
- des déplacements A R 1
- des déformations
- des contraintes

Réponse d'une structure typique

R2

Réponse mm—— —
statique _

. Fréquence
» d'excitation
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Introduction

Résonance

Vent de 65 km/h

Résonance du pont de Tacoma (destruction le 7 novembre 1940)
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Introduction

Gamme de fréequences rencontrées : du domaine dit de basses fréquences (BF) ou
une structure ne presente que quelques “mouvements simples” de vibrations
(modes), aux domaines dit de moyennes ou hautes fréequences (MF/HF) ou les
champs vibratoires peuvent s’avérer relativement complexes

Remarque importante : hypothese de petites perturbations (HPP)
- Les systemes étudiés sont linéaires : les déplacements engendrés par différentes
sources d’excitation sont cumulables.
- Les champs meécaniques et cinematigues des systemes déformes sont étudiés par
rapport a leurs positions d’équilibre statique
- Les déplacements sont petits par rapport aux dimensions des systemes étudiés.
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Systemes a 1 degre de liberté

L’étude des systemes aun degré de liberté (1 DDL) permet d’appréhender de maniere
simple et relativement exhaustive le probleme de vibrations des structures. Ce type
de systemes se retrouve dans de nombreux exemples : mouvement oscillant en torsion
d’un disque massif rattach€ a un arbre élastique de faible masse, oscillation d’un

pendule, mode de vibration d’un systeme continu (plaque), ...

Z

a Torsion
N d’un arbre

2
%,

—t
]

Pendule

Nes O

0 0 Tos Mode de vibration
(plaque)

Le mouvement de vibrations se caractérise par un échange d’énergie entre
phénomenes élastiques (énergie potentielle via les deformations) et inertiels (énergie
cinétique via les masses) : il ne peut pas y avoir de vibrations dans un systeme
dépourvu de masse !
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Systemes a 1 degre de liberté

Le comportement dynamique des systemes al DDL peut étre déduit de celui de
I’oscillateur linéaire masse-ressort (m, k) : I’analogie s’obtient en attribuant des
valeurs adaptées a m et k (par exemple, dans le cas d’un disque massif rattaché a
un arbre élastique de faible masse, I’analogie s’obtient en adoptant les
substitutions m — J et k — ki, avec J le moment d’inertie polaire du disque et k;
la raideur de torsion de I’arbre).

La suite sera donc consacree a I’étude de I’oscillateur linéaire (m, k).

a Torsion
'Y d’un arbre

Z

Pendule

-
PN

Oscillateur

> U
k :
m
m
0 0 05 Mode de vibration

R (plaque)
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Vibrations libres

Vibrations libres : lorsqu’on écarte un systeme de sa position d’equilibre ou gu’on
lui donne une vitesse initiale, puis on le laisse vibrer librement.

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

Mouvement d’une masse m connectée a un ressort de raideur k, dont |’autre
extrémite est fixee a un support rigide sans mouvement, frottements négliges.

(a) g ®
' p

m

U
—»
7 k :
& k
2

.
(a) Gravité non prise en compte  (b) Gravité prise en compte

Ces deux configurations sont équivalentes du point de vue de I’équation du
mouvement de la masse m.
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Vibrations libres

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

Z
T o u : déplacement de la masse m selon x
) k i par rapport a la position d’équilibre
% 5z  (ressorta salongueur initiale |o).
% ) ¢ > ,
_ % u=1-—1, (létantlalongueur du ressort)

On isole la masse m. Bilan des actions mecaniques extérieures (BAME) :
- ressort: F = —kuX

- sol:R=RZ

- poids: P = —mg?Z

PFD en projection sur x : —ku = mii

D’ou I’équation du mouvement : {mii + ku = 0
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Vibrations libres

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

u : déplacement de la masse m selon Z par rapport a la

;L position d’équilibre statique (longueur du ressort notee 1,).
mo | Recherche de la position d’equilibre statique. BAME :
> - ressort :qF =—k(l, - ly)Z
T ke - poids: P = —-mgz
PFS en projectionsurz: —k(l,—1l,) —mg=0
% mg

Donc : lezlo—T

En dynamique, la longueur du ressortest: [ =1[,4+u
Dou: F =—k(l—1))7 = —k(l, + u— )7 = (mg — ku)Z

PFDsurz: mg —ku —mg = mil

D’ou I’equation du mouvement : jmii + ku = 0
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Vibrations libres

0

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

mi+ku=20
Résolution
k
Equation caractéristique: mr?+k=0 == r?= - <
k
Onpose: wy= — Donc : r’=—wi; =—
D’ou : u = Acos(wyt) + Bsin(wyt)
o, . pulsation propre
Wy ; 2T .
fo = — : frequence propre Ty = — : période propre
21 Wy
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Vibrations libres

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

A et B : déterminées par les conditions initiales (déplacement et vitesse)

Conditions initiales : u(t =0) =y,

u = Acos(wyt) + Bsin(wyt) u(t=0)=4

Or: Donc : _

U = —Awysin(wgt) + Bwgcos(wgt) u(t = 0) = Bwy

D’ou: A =u, et B=ﬂ
Wo
. Uy .
Puis : u = ugcos(wyt) + w—sm(wot)
0
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Vibrations libres

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

U
u = ugcos(wpt) + w—osin(wot)
0

Réponse temporelle (variation du déplacement en fonction du temps) : oscillation
harmonique de période T, et d’amplitude constante dans le temps.

Amplitude :

1
10 . .
f N
0.8 . 2
[ 2 )
Uy + ( )
0.6 -~ 1': 0 “o /S
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Rappel de mathématiques

: d
u(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)  maximum pour d_ltt =0

—> —Awsin(wt) + Bwcos(wt) =0 —>  cos(wt) = %Sin(wt)

Or cos?(wt) + sin?(wt) =1

2

A B
. : _ . 2 _
Donc ﬁsmz (wt) + sin*(wt) =1 = sin*(wt) = A2 + B2
( (of) B
sin(wt) =
VA2 + B2
cos(wt) =
L VA? + B2
A B
Dol [ulnax = 4 +B = VA + B
T VAT B VAT B?

il
Al
UNIVERSITE D'ORLEANS
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Vibrations libres

Cas des systemes non amortis (systemes conservatifs)

0
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

Le phénomene d’oscillations libres pour lesquelles les niveaux vibratoires sont
constants dans le temps n’est physiquement pas réalisable : il y a toujours dissipation
d’énergie. Les meécanismes de dissipation sont de natures diverses : viscosité,
frottement sec, couplage avec fluide, ...

On se restreint a I’étude de I’amortissement visqueux, couramment utilisé dans
I’étude du comportement vibratoire des systemes meécaniques (simplicité de
modélisation et capacité a pouvoir étre utilisé dans la description de mécanismes
d’amortissements plus complexes). A

u

Systeme masse-ressort avec amortisseur visqueux :

POLYTECH f i
o ORLEANS prllitn

Ecolu dingérinurs de Univarsive S0rdans UNIVERSITE D'ORLEANS



Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

Amortisseur Y

I_I :I huile _

| —

L’écoulement de I’huile crée une force de reaction proportionnelle a la vitesse du
piston et opposée a cette vitesse :

F. = —cu  avec c la constante d’amortissement.

On isole la masse m. BAME : sy
- ressort: F = —kuZ > m |-
- amortisseur : F, = —cuZ T

k = ¢
PFD : —cu — ku = mii
Equation du mouvement :  |mii + cit + ku = 0 <

: ’ POLYTECH'
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Vibrations libres

0

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)
mu+cu+ku=20

Résolution

Equation caractéristique: mr?+cr+k =10

Discriminant : A =c?—4mk
C
On pose le taux d’amortissement C : =
p C ¢ N
D’oU : A = c? — 4mk = 4mk{? — 4mk = 4mk({? — 1)

[l faut envisager 3 cas.
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

mii+ cu+ ku =0 A=4mk((?—-1)

1¢rcas: ¢ >1,doncA >0
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

u = e—Swot [Ae—\/(zz—l)wot n Be\/(zz—l)wot]

Conditions initiales : u(t =0) =y,
Or: U= —(a)oe‘fwot [Ae—\/(fz—l)wot + Be\/(fz—l)wot]

4o Swot [_\/((2 — Dwyde™ ({?—Dwot 4 \/((2 — DwyBeV ((2—1)w0t]

u(t=0)=A+8B
Donc :

w(t = 0) = —{wo(A + B) + /({2 — Dwo(B — 4)

: , POLYTECH A e
OHLEANS -
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

\ ugwo(—¢ + /(2= 1)) — upwo({ + (@2 = 1)) + it
D’ou: A= e B =
2004/ ({2 — 1) 2wq+/ ({2 — 1)

— = e-S@ot [Ae—\/(cz—l)wot n Be\/(cz—l)wot]

\ g Mouvement sur-amorti (ou sur-critique) :
i, mouvement apériodique, il N’y a pas de
vibrations.
=
*g
u
§ 0
&
= — temps /
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Vibrations libres

0

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

mii+ cu+ ku =0 A=4mk((?—-1)

2¢cas:{=1,doncA=0

C
yr=——=—(C(Wn = —Ww
2m Swo 0

D’ou: u=e “!'Y 4+ Bt)
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

u = e “t(4 + Bt)

Conditions initiales : u(t =0) = u,
u(t = 0) = 1,

Or: U= —woe “'(A+ Bt) + Be~®ot

u(t=0)=4
Donc : {

0

POLYTECH'
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Vibrations libres

0

déplacemen u

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

u = e %y, + (g + wouy)t]

ug >0 -
Mouvement critique :

mouvement apériodique,
il n’y a pas de vibrations

temps ¢
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)
mii +cu+ku=0 A =4mk({? — 1) = 4mki*(1 — {?)

3cas:{<1,doncA <O

C

r=— + i \/—_Az —(woii\/%(l—fz)=—Cw0iiw0\/(1—(2)

2m - 2m

On note wy = wg+/ (1 — ¢2) la pulsation propre apparente du systéme amorti.

Doncr = —(wy + iwy et :

U= Ce(—(w0+iwd)t + De(—{a)o—iwd)t — e—(wot[ceiwdt + De—iwdt]
= e $?![Acos(wyt) + Bsin(wyt)]
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

u = e S [Acos(wyt) + Bsin(wyt)]

Conditions initiales : u(t =0) = u,
Or: Ut = —{wge St [Acos(wyt) + Bsin(wyt)]

+e$?t[—Awysin(wgt) + Bwgcos(wgt)]

u(t=0)=4
Donc : ,
u(t =0) = —(wyA + Bwy

_ Up+Twoed g+ {woug

Dou: A=u, ot B

0

POLYTECH'
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Vibrations libres
Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)

>Sin(a)dt)]

Uy + (woly

u = e $wot [uocos(a)dt) + ( -
d

Mouvement periodique (péeriode T), décroissance exponentielle de I’amplitude des
oscillations harmoniques (mouvement sous-amorti).

. 2
—Cwot, [,,2 Cwpug+ip
N e \/uo - (7%! )
2T N
Td —_—— "é'“
5
=
O
O
=
(=9
Amplitude :
a) u + u 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
|u|max = e‘f“’ot\/ug + (c 00 0) o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Wa Temps (s)
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Vibrations libres

Cas des systemes amortis (systemes dissipatifs)
Méthode du décrément logarithmique : détermination du taux d’amortissement C.

Variation d’amplitude de vibrations entre 2 instants t et t + nT, séparées par n
périodes T :

—Cwo(t+nT -
|u|t+an _ € $ol @) 1

lul; a e~ @ol

. 1
D’ou: ¢ = In (ﬂ>
wonTy |u|t+an

4t Ta

I 1 1 I 1 1 1 I 1 ]
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 0.5

Temps (s)
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Vibrations forcees harmoniques

Etude du mouvement d’oscillation d’un systeme masse-ressort (m, k) ou masse-
ressort-amortisseur (m, k, ¢) soumis a une excitation de la forme Acos(wt), avec

A I’amplitude de I’excitation et w la pulsation d’excitation.
Vibrations harmoniques : I’excitation est une fonction sinusoidale du temps.

2 cas d’excitation :
- force appliquée a la masse (a) (ex : moteur en fonctionnement sur supports

elastigues),
- mouvement imposé au support (b) (ex : batiment soumis a un séisme).
Fcos(wt)
I $u _Au

m. |\ m

. 2

c
_1‘ U® cos(wt)
7

%
(a) (b)
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes non dissipatifs)

Fcos(wt)
1‘ u
)
2L Force imposeée d’intensité f = Fcos(wt).
k PFD: mil + ku = Fcos(wt)
7

Solution générale = solution de I’éguation homogene + solution particuliere
Solution de I’éguation homogene : vue en vibrations libres.

Solution particuliére de la forme : Ucos(wt)

POLYTECH i
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposée (systemes non dissipatifs)

mit + ku = Fcos(wt) avec u = Ucos(wt)

Donc : —mw?Ucos(wt) + kUcos(wt) = Fcos(wt)

Solution particuliere :

Solution générale :

k — mw? 1_<£>2

= U

u= cos(wt)
- ()

u = Acos(wyt) + Bsin(wyt) +




Vibrations forcees harmoniques

Force imposée (systemes non dissipatifs)

F
u = Acos(wyt) + Bsin(wyt) + /k > cos(wt)
- (%)
Wo
Conditions initiales : u(t =0) =y,
u(t = 0) = i
F/k W
Or: u=—wydsin(wyt) + wyBcos(wyt) — >
1— (ﬂ
_ F/k Wo
u(t=0)=A4+ 5
Donc: _ 1 — (ﬂ)
Wo




Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes non dissipatifs)

Solution complete :

F/k Ug F/k
u=_1uy— > | cos(wpt) + —sin(wpt) + 5 cos(wt)
Wo Wo

Le systeme vibre a 2 fréquences : sa fréequence naturelle @, et a la fréquence
d’excitation w.

En réalité, I’amortissement est non nul, donc le terme correspondant aux vibrations
libres (solution de I’équation homogene) disparait au bout d’un certain temps. On
ne s’intéresse donc qu’au regime établi (stationnaire), correspondant a I’excitation

extérieure :

F/k Ust
u = Ucos(wt) = ——cos(wt) = > cos(wt)
1-(o) 1—(,{—0)

On note : U, = ¥/, la réponse statique du systéme (»=0)

POLYTECH
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes non dissipatifs)
Amplitude de la réponse en fonction de la frequence (diagramme de gain)
Uge

- ()

Frequence « faible » (f «< f,) : amplitude proche
de la déflection statique.

Fréquence « élevée » (f > f,) : amplitude tend
vers 0 (le systeme n’a pas le temps de répondre a
cause de son inertie).

Fréquence proche de la frequence propre :
I’amplitude devient infinie (résonance)

10

Umax -

w
T

(o e]
T

Amplitude adimensionnée U/U

to L

75 2 25
Fréquence adimensionnée f/f,

POLYTECH'
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes non dissipatifs)

41







Vibrations forcees harmoniques

Force imposée (systemes non dissipatifs)
Remarque

Fréguence propre :

)
2T

fo

3| =

avec Wy =

La fréguence de résonance est d’autant plus élevée que :
- la masse m est faible,
- larigidité k est elevée

: ’ POLYTECH'
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

Fcos(wt)
-1 Force imposeée d’intensité f = Fcos(wt).
k= 1lic PFD : mil + ctt + ku = Fcos(wt)

Solution genérale = solution de I’équation homogene + solution particuliere
Solution de I’équation homogene : vue en vibrations libres.

Solution particuliere de la forme Ucos(wt) ne convient pas.

Solution particuliére de la forme : Ucos(wt) + Vsin(wt) ou Ucos(wt — @)
(le terme d’amortissement introduit un déphasage entre I’excitation et la réponse).

POLYTECH'
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Rappel de mathématiques

Nombres complexes

, : a = Re(X)
= = Ly
X=a+1ib=_Le b = Im(X)
avec : e'? = cosg + ising
£ - module
@ . argument
B = |X| =+a?+ b?
b
@ = arg(X) avec tangp = =
1 a—1ib a—ib

a+ib=(a+ib)(a—ib)=az+b2
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

Plus facile a résoudre dans le plan complexe, en prenant la partie réelle des
grandeurs complexes. On cherche la réponse a I’excitation complexe Fe'®t,
avec Fcos(wt) = Re(Fe'®?).

Equation du mouvement : mii + cit + ku = Fe'®*

Solution particuliére de la forme : u = Ue'®t (U représente I’amplitude complexe
du mouvement). En remplacant dans I’équation du mouvement :

—mw?Ue'! + icwUe'®t + kUe'®t = Fe'®!

= (—mw? +icw+k)U=F

, lecw k F F
(-0t — U= — :>(—a)2+2i(a)0w+w§)U=a




Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

F
F
U= 2 : 2N ik = ApUst
m(—w? + 2i{wow + w§ 1_(3) +2ir &
w lcwo

0

avec : Uy =/, laréponse statique du systeme (ov=0)
A,, : ’'amplification dynamique du systeme

2
, 1—(0%) — 2i( =
A, = = 0 0

) e @] e

On pose :
= Be™ ¥

avec B3 le module de 4, (coefficient d’amplification dynamique) et —¢ I’argument




Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

D’ou : - ] 12
w W 2
- (Gy) g
ﬁ — |Aa)| — 2 2 5 + 2 2 5
w w w w
1-(2) | +42%|  |[1-(2) | +42 %
\ _[ (wO) + ( a)g_ _[ 0 t ( a)(z)
_ 1
2 2 2 Zcﬂ
w w
\/[1 — (a)—o) + 4(20)—(2) et tang = (Z)O >
1- ()
: : F . F .
On a alors : u = Uel®wt = AwUstelwt — Eﬁe—w)elwt — Eﬁel(wt—go)

—)> Re(u) = %,BCOS(COt —¢)

: , POLYTECH’
ORLEANS
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

—_
o
1

+— ¢ =005 .. e L. :
: Coefficient d’amplification dynamique :

1
ﬂl_(go)zrwz_g

I ‘ . ;
2.5 3 3.5 4

(=] — Ny w R 4, [o2] ~J o] <]

(=)
o
3
-
-
3

2
f/fo
Maximum au voisinage de la frequence propre f, : phénomene de résonance.
Plus I’amortissement est faible, plus I’amplitude de ce maximum est forte.

Lorsque f/f, tend vers 0, I’amplitude de la reponse tend vers la réponse statique.
Lorsque f/f, tend vers I’infini, I’amplitude de la reponse tend vers 0.

POLYTECH '
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

Déphasage :

I ! I |
2.5 3 3.5 4

I
0 0.5 1 1.5

f/fo
Le déphasage varie de 0 (réponse et excitation en phase) a = (réponse et
excitation en opposition de phase).

Variation d’autant plus brusque que le taux d’amortissement est faible.
Lorsque f=f,, les signaux sont en quadrature de phase.

POLYTECH f i
o ORLEANS prllitn
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposée (systemes dissipatifs)

On definit la fréquence de résonance f; ¢ comme la fréquence d’excitation qui
correspond a la valeur maximale de u, donc le maximum du coefficient
d’amplification dynamique 3.

. w 2 w ..
B est maximum pour [1 — <—) + 47?2 —  minimum.

On)

w 2 f 2
On pose : X=<—> =< ) et g=0-X)*+40°X

Wy fo

dg
Donc : _— - —_ 2 — — _ 2
. 2(1 —X) +4¢ 0 —> X=1-27

POLYTECH A1
OALEANS " i
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

w
Done: — = VX = /1 — 202 c’est-a-dire e = f,.J1—2¢2
0

Lorsque I’amortissement est non nul, la fréquence de résonance ne correspond
pas exactement a la frequence propre.

Le maximum de [3 est alors :

1 1
ﬁmax_\/(1_X)2+4_{2X_\/[1_(1_2(2)]2+4{2(1—2(2)
1 1
AT Az -8t 4 —ag

1

2¢/1-¢2

: , POLYTECH’
ORLEANS
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)

52







Vibrations forcees harmoniques

Force imposée (systemes dissipatifs)

Méthode de la largeur de bande a -3dB (détermination du taux d’amortissement)

1
Af/fo:
00 0!2 0{4 GI.G U|.8 - 1| . 1!2 1?4 1|.6 1|.8 I2
f/fo

On cherche les valeurs des 2 fréquences pour lesquelles g est egal au maximum de S
divisé par v/2.

POLYTECH' i,
ORLEANS = prllitn
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposee (systemes dissipatifs)
Elles correspondent a :

. 1 _ ,Bmax _ 1
b= JII—XZ+4¢2x V2 avec  Pmax = 20J1-C2

—=> [1—-X]?+4{°X = 22 = 87%(1—7%)

max

—= 1—2X+X%+40%X =872(1 - {?)

= X2+2Q7Z-1)X+1-8%2(1-73)=0

Calcul du discriminant :

A= 4272 —1)2 — 4[1 —8¢%(1 - {?)] = 16¢* — 16{? + 4 — 4 + 3202 — 32¢*
= 1672 — 167* = 16¢2(1 — {?)
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Vibrations forcees harmoniques

Force imposée (systemes dissipatifs)

X242 -1DX+1-82(1-¢)=0

A= 16¢*(1— %)

Les racines sont :

X=1-202+20J1-¢2

Ensupposantque { K 1: X=1+2(¢ —

. 1 fi=fo(1=0
D’ou : — =1 1=J0
o pEire = {fzzfomc)

On en déduit : Af =1, — f1 = 2{f,

Et enfin le taux d’amortissement: (= —

avec X = (

VX ~14¢
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Vibrations forcees harmoniques

Mouvement du support

m - On 1sole la masse m. BAME :
- ressort: F = —k(u —u9")Z
- amortisseur : R = —c(it — u97)Z

k ESF.
gr R
il L% Eos| i) PFD sur 7 :
7
8 —c(u—u9") —k(u—u9") = mi
ud" = U9 cos(wt) = mil + ct + ku = cu9" + ku9”

On se place dans le référentiel du support en mouvement. Déplacement relatif :

u*=u—u9r E— —cut —ku* = m(u* -+ ugr)

— mit* + cu* + ku* = —miu9”

Revient a considérer un systeme avec base fixe, pour lequel la masse subie une force
« d’inertie » induite par I’accélération 19",

: ’ POLYTECH'
ORLEANS
Ecela dingérinurs de [Uni inraivg E0ans

56



Vibrations forcees harmoniques

Mouvement du support

Résolution d’une maniére analogue a celle d’une excitation par force imposeée.
La solution stationnaire s’obtient en raisonnant dans le plan complexe avec :

uIr = yIrelwt et mit* + ci* + ku* = mw?U97 et
Solution stationnaire choisie de la forme : u* = U*e'®?
ou U™ représente I’amplitude complexe du déplacement relatif :
_meU*eiwt + ich*eiwt + kU*eiwt — ma)ng’”ei“’t
— (—mw?+icw + k)U* = mw?U9"
(w/wy)*UI"

—> [J*= (/o2 + 2w/ = A, U9"
avec: A — (w/wg)? (/w1 — (w/wp)? — 2i{(w/wy))
T T —(w/wp)? +2il(w/wy) [1—= (w/wg)?]? + 4% (w/wy)?

POLYTECH Vil
SSLIEETT‘J!? I Al
P — UNIVERSITE DORLEANS
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Vibrations forcees harmoniques

Mouvement du support

Coefficient d’amplification dynamique S (module de A4},) :

p* = |AZ)| =

\

- 2)]

(/o)

~ 0= (@/@0)2)? + 402 (w/wg)?

Déphasage @™ :

POLYTECH'
: , OALEANS

................................................

12

w2 W
+ 407 w—(z) _[1 — (w—o
= B(w/wy)?
W
20 o

58



Vibrations forcees harmoniques

Mouvement du support

Le déphasage ¢* qui en résulte est identique a celui d’une excitation par force imposee
(¢ = ). Le coefficient d’amplification dynamique 5" est différent :

(w/wp)*

B =
VA = (0/00)2)? + 4% (w/wo)?
10 C — 0_,
o —— (=0.05 _ .
oL ? Le maximum de S correspond a
7l la frequence de résonance :
E:_ 5T (;*e — ]i)
T J1—2¢2

POLYTECH' i,
ORLEANS = prllitn
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Systemes a plusieurs degres de liberté

Les systemes mécaniques industriels peuvent étre approchés par des systemes discrets
a plusieurs degrés de liberteé.

Les vibrations d’une automobile peuvent étre appréhendees sur la base de systemes
masses-ressorts-amortisseurs couplés via des phénomenes de rotation :

et e

ki= Lo

RY:

Wit

POLYTECH' . ' e
ODHLE.&NE —
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Conception d’une structure vibrante

62



Systemes a 2 degres de liberté

Vibrations libres

Exemple : systeme 2 masses et 2 ressorts

é? 1L1 tt?
T k1 ™ ks F’
%’ VWV :
% I - ﬁ—>
On isolem;, :
- ressortl: F, = —kqu ¥
- ressort2: F, = ky(u, — uqy)¥
- SOI ﬁl - R]_Z)
- poids: P, = —m,gz
PFD en projection sur x : —kuq + ky(uy —uq) = myily

POLYTECH'

OALEANS
Ecnin dingérinurs de [Lniaraivk d0ians
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Systemes a 2 degres de liberté

Vibrations libres
On isole m, :

- ressort 2 : ﬁz = —kz(uZ — ul)f
- SOI . 1_2)2 — RzZ
- poids : P,= —m, g7

PFD en projection sur x : —k,(u, —uy) = myii,
D ou: myily + (ky + kz)uy — kauy =0
mzﬂz + k2u2 — kzul =0

Sous forme matricielle ;

l(ntl)l ngz)’(gl)Jf(kl—Lkz 1";2)(31)=(3) = [M][U] + [K][U]= [0]

[M] [K]
Matrice de masse ~ Matrice de rigidité (ou raideur) Matrices symetriques

POLYTECH' i,
ORLEANS = prllitn
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Systemes a 2 degres de liberté

Vibrations libres

: , 251
Solution cherchée sous la forme : U] = (uz) = [ X]cos(wt)
| X] est I’amplitude des oscillations, w est la pulsation des oscillations

En injectant cette forme de solution dans I’équation matricielle, on obtient :
[MI[U] + [K][UI=[0] == (K] - w?[MDIX] = [0]
Solution triviale : [X] = [0]

Autre solution si les 2 équations sont redondantes (déterminant de [K] — w?[M]
est nul) : probleme aux valeurs propres.

k1 + kz — ml(l)z _kz

det([K] — w?[M]) = _k, ky, — Myw

= (ky + ky — myw?®)(ky — myw?®) — k3
— m1m2w4 - (m2k1 + mzkz + mlkz)(l)z + klkZ

POLYTECH’ g
o OALEANS A '”‘
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Systemes a 2 degres de liberté

Vibrations libres

m1m2w4 — (mzkl + mzkz + mlkz)wz + klkZ =0

A= (mzkl + m2k2 + m1k2)2 — 4‘m1m2k1k2

2

_ (makq + mak, + myky) £ Joky + myk, + miky)? — dmymykik,

W1,2
/ 2mqim,

Vecteurs propres [X]:  ([K] — w?[M])[X] = [0]

On note : [X] = (x)
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Systemes a 2 degres de liberté

Vibrations libres

Les 2 équations étant liees, on peut choisiry = 1.

— —kyx + (k, —my,w?)y =0
m

— x=1-w2-—2=
k>

D’ou I’expression des 2 vecteurs propres :

[X],, = (1 - wizmz/kz)
’ 1

Vecteurs propres définis a une constante pres.

Modes de vibration : ensemble des doublets {wj, [X]j}j=1 5

w; pulsation propre, [X]; forme propre (vecteur propre)

POLYTECH i
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Systemes a 2 degres de liberté

Vibrations libres

D’ou I’expression des déplacements (combinaison linéaire des 2 modes) :

U] = (Z;) = A[X];cos(w,t)+ B|X],cos(w,t)

u; = A(1 — w?m, /ky)cos(w,t)+B(1 — wim, /ky)cos(w,t)
u, = Acos(w;t) +B cos(w,t)

—

A et B sont déterminées par les conditions initiales.

: ’ POLYTECH'
ORLEANS
Ecela dingérinurs de [Uni inraivg E0ans
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Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique

Rl > U2
— Ficos(wt) —> Fhcos(wt)

c1 c2
% | |
oo IR L
VAT M-
% k1 ko
% T T

Onisole m;. PFD :

—kyuq + ky(uy —uq) — ity + (U, — Uy) + Fycos(wt) = myiiq

Onisolem, PFD:  —ky(uy; —uy) — (U — 1) + Frcos(wt) = myii,

: mqil; + kqug — ky(up, —uq) + ity — ¢, (1, — 11y) = Ficos(wt)
myii, + ky(uy, —uq) + c, (1, — 1) = Fycos(wt)




Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique

myily + (c; + ¢ty — ety + (ky + ky)uy — kyu, = Fycos(wt)

—
{ mzuz - Czul + Czuz - kzul + szZ — F2COS(CUt)

Sous forme matricielle :

mq 0 )(ul) (Cl + Co _Cz) (Ul) (kl + kz —k2> uq _ (Fl)
(o m i) T\ =, o )T\ =k, k&, (y) = F, ) cos(@t)
De forme générale :

(M11 0 )(u1) + (C11 C12) (ﬂ1) + (K11 K12) (ul) _ (Fl) pit
0 M22 U, 612 C22 [25) K12 KZZ Us Fz

[M] [C] K]

Matrice de masse Matrice Matrice de raideur
d’amortissement

\

POLYTECH i
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Systemes a 2 degres de liberté

Reéponse forcée harmonique

] ] ] , uq U -
Solution stationnaire recherchée sous la forme : (uz) = ( Ul) elwt
2

U, et U, : amplitudes complexes des déplacements pour les 2 masses.

En injectant dans I’équation précédente :

<M11 0 ) AT (611 Clz) (inl) Jiot 4 <K11 Klz) (Ul) it (
0  My)\-w?U, Ciz G2/ \iwU; Ki; Ki/\U;
|:> _Cl)lel + i(l)Cll + Kll iwClZ + KlZ (Ul) . (Fl)
i(l.)Czj_ + K21 —(UZMZZ + i(l.)sz + Kzz UZ FZ
D]

POLYTECH i
ORLEANS Al
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| D] : matrice de rigidité dynamique dépendante de la fréquence

[D] = —w?[M] + iw[C] + [K]
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Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique

(—(UZMll + i(l.)Cll + Kll)Ul + (i(l)Clz + KIZ)UZ = F1
(i(UCz]_ + K21)U1 + (_(UZMZZ + i(l)sz + K22)U2 = FZ

Il « suffit » de résoudre ce systeme de 2 équations a 2 inconnues pour trouver
les amplitudes complexes.

Rappel mathématique

EDE=(2) = )= "R

POLYTECH'

OALEANS
Ecnin dingérinurs de [Lniaraivk d0ians
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Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique

Exemple : absorbeur dynamique de vibrations (diminuer le niveau vibratoire de la

masse m,).
—> U

Ficos(wt) » ug
C9 :

LN
T k? I

Systeme principal : m, k;
Systeme auxiliaire (non excite) : m,, k,, c,

On trouve :

POLYTECH’ AT ——
o OALEANS '"-
Eerln fingérinurs de [Ln iwnraivd EOrdans




Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique

Résolution de : {—w?[M] + iw[C] + [K]}H{U} = {F}
2 . .
—myw* + iwcy, + ki + k, —ilwcy, —k, U\ [(F
— v et e 1) (0) = (5)
lwc, —k, mow* + iwc, +k, 2 0
Inversion du systeme :
(Ul) . l _mz(l)z + i(UCz +k2 i(UCZ +k2 (Fl)
U,/ D iwc, +k;g —myw? +iwcy, + k; +k, )\ O

aVvecC .

D = (—my,w? + iwcy +ky)(—myw? + iwc, + ki + ky) — (iwe, +ky)?
= m1m2w4 — (m1k1 + m2k2 + mlkz)wz + k1k2 + i[—Cz (m1 + mz)wB + k1C2(l)]

: , POLYTECH A e
OHLEANS -
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Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique
_ (-myw® +iwc, +ky)F

On trouve U, : U, D

Puis le module de U, (amplitude du déplacement de m,) :

|U |2 _ 4(2)/2 + (yz _ 52)2
T Azy2(y2 — 1+ ky2)2 + [162y2 — (¥2 — 1) (y2 — §2))2

avec
wo = +/k1/m : pulsation du systéeme principal
w, = +/ky/m, : pulsation du systeme auxiliaire

K =my/my
6 = wq/w
Yy = w/wg

On peut modifier I’amplitude du déplacement de m, en jouant sur ces parametres.

POLYTECH i
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Systemes a 2 degres de liberté

Réponse forcée harmonique

Evolution fréquentielle de I’amplitude du déplacement de m, pour x =1/20et5 =1

K =my/my
6 = wq/wg
Yy = w/w
3 6 DI? DIB D!B :IJ 1 I‘I 1 l.? 1 I3 1.4
('Y
h

POLYTECH’ .-‘,l"'
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Systemes a n degrés de liberte

Il est extrémement délicat et fastidieux de résoudre les équations du mouvement
lorsque le nombre de degrés de liberté (DDL) augmente (n > 2) : inversion des
systemes matriciels et intégration temporelle.

La projection de ces équations sur des bases de modes de vibrations permet de
s’affranchir de ces difficultés : on ramene I’étude d’un probleme a plusieurs DDLs a
celle d’un ensemble de sous-problemes a 1 DDL, decouplés entre eux.

: ’ POLYTECH'
ORLEANS
Ecela dingérinurs de [Uni inraivg E0ans
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Systemes a n degrés de liberte

Modes de vibrations

Vibrations libres d’un systeme conservatif a n DDLs données par le systeme
matriciel :

[M]{u} + [K]tu} = {0}

[M] et [K] : matrices de masse et de raideur (taille n x n)
{u} : vecteur des déplacements des DDLs du systeme (taille n x 1)

Le probleme aux valeurs propres permet de calculer les solutions (de la forme {u} =
{X}cos(wt)) par la résolution du systeme :

det([K] — w?[M]) = 0 [K1{X}; = w} [M]{X};

Les solutions obtenues {(w;, {X} j)}j=1 _ représentent les modes de vibration du

systeme.

POLYTECH i
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Systemes a n degrés de liberte

Modes de vibrations
Orthogonalité des modes de vibration vis-a-vis de [M]et [K]
Soient 2 modes (w;, {X};) et (w;, {X};) pour lesquels w; # w;.

[K1{X}; = w} [M]{X}; X} KX} = wi{X}] [MI{X};

{[K]{X}i = w?[M]{X}; {{X}JT- [K1(X}; = w{X}T [MI{X},
En prenant la transposée de la premiere équation ([M] et [K] étant symétriques) :

X} [K]"{X}; = wi{X}] [M]"{X}; . XY [KI{X}; = wf {X}] [MI{X};
X K1} = wHX} [M]{X}; X KXY = wFX} [M1{X};

En soustrayant les 2 equations :

(w? —2)XT[MIXY; =0 == XI[MI{x}; =0 et X}[KIX}; =0




Systemes a n degrés de liberte

Modes de vibrations
Définitions
Masses modales:  m; = {X}}[M]{X};

Raideurs modales :  k; = {X}][K]{X};

Pulsations propres : wj = =
N

Modes de corps rigide : solutions particulieres du probleme telles que [K]{X} = {0},
c’est-a-dire associées a des valeurs propres nulles w; = 0.

Nombre maximum de modes de corps rigides : 6 (3 translations et 3 rotations)

POLYTECH’ AT ——
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Systemes a n degrés de liberte

Modes de vibrations

Modes de vibration

Les vecteurs propres {X}; sont définis a une constante pres. Il peut étre intéressant
de les normer par rapport a la matrice de masse pour simplifier les équations :

X} _ X}

X} - _
Joore; ™

m; = {X}} [M]{X};

x T . T M1
Nouvelles masses modales : m; = ﬁ[M] ;B Iy 1 vj
—> \/WJ \/WJ m;
Pulsations propres : w; = \/k; Vj
i h

POLYTECH i
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Systemes a n degrés de liberte

Décomposition modale

Les vecteurs propres {X}; sont orthogonaux vis-a-vis de la matrice [M]. lls sont

donc linéairement indépendants : la famille {{X}j}_ represente une base de
Jj=1,..n

vecteurs de dimension n égale au nombre de DDLs du systeme.

Le vecteur déplacement {u} peut étre exprimé sur la base des modes de vibration.
Dans le cas sans modes de corps rigide, la décomposition modale s’écrit :

n
{u} = Z ®;{X}; avec ®; lesamplitudes modales (dépendantes du temps)
j=1

Avec cette decomposition modale et I’orthogonalité des modes, il est possible de
reformuler un probleme matriciel de dimension n en n sous-problemes a 1 DDL.
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres sans amortissement

M1 + [K) () = {0)
Probleme de la forme: 4 (W,_, = (Mo}
] _ = 1o}

{ug} et {1y} : vecteurs (n x 1) exprimant les conditions initiales du systeme

n n
Décomposition modale :  {u} = Z o {X}; {ii} = Z D {X};
=1 =1

— icb, {X},+Z¢ (X3, = {0}

[N

J




Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres sans amortissement

D &M {X},+Z<b 10 =0} avee  [KI(X}; = w?[MIX};

]=

=
S

— 2 M), +Z MI(x}; = (0}
= ) (b + 0 MIX}; = (0}

j=1
— {X}ZZ(cp + @;0?)[MI{X}; = {0}

=1

= ) (& + &)X M), = (0)

j=1 car {X}iT[M]{X}j = 0 pouri # j
= &+ wiP; =0 j=1,...,n etm; = {X};[M]{X}; =1




Systemes a n degrés de liberte
Vibrations libres sans amortissement

Condition initiale en deplacement :

W _ =t} aec  w= )y o)
j=1
= Z DjotX}j = {Uo} avec  ®j| _ = @)

Jj=1
= (7MY 0ol = T IM){uo}
j=1

— 2 0,0 (X} [M]{X3}; = LT [M]{uo}
j=1

car {X}; [M]{X}; = O pour i # j
etm; = {X};[M]{X}; =1

— CDj|t=0 = Qjy = {X}?[M]{uo}
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres sans amortissement

Condition initiale en vitesse :

@ _ =)  aec ()= Z g
=

n
= ) by ={a)  avec & _ =y
j=1

— X} [M] ) DjofX}; = (X} [M]{ie}
j=1
— > & IMIE; = (0T Mo}
j=1
_ , . car {X}/ [M]{X}; = O pouri # j
— q)j‘t:o = %jo = {X};[M]{uo} etm; = {X}J;[M]{X}] —1
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres sans amortissement

Conclusion : un probleme de dimension n est équivalent aux n sous-problemes
suivants, indépendants entre eux et formulés en termes d’amplitudes modales @; :

(.I.Dj+(1)j2q)j=0 j=1,...,n

@] = 0T M1 {uo)

@ = {X}] [M]{i,}
t=0
Les @; dépendent du temps et s’expriment comme dans la partiea 1 DDL :

®; = @jycos( t)+q) t
= @jcos(w; o, sin(w;t)

Déplacement du systéme (connaissant les formes propres {X};) :  {u} = Z d;{X};
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres amorties

Décomposition modale également possible en préesence d’amortissement lorsque la
matrice d’amortissement est proportionnelle a la matrice de masse et de rigiditeé
(amortissement de Rayleigh) :

[C] = a[M] + b|K]

Dans ce cas, I’orthogonalité des formes propres est également vérifiée vis-a-vis de la
matrice d’amortissement [C].
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres amorties

M} + [C]{u} + [K1{u} = {0}
Probléme a traiter : | {u} —o {up}
W] _ =t

Décomposition modale :

W=) oy, @@=y ey, @)= ) é,
j=1 j=1 J=1

Z M]{X}]+Z<I>(a 1+ b[K ){X}]+Z<I> 1(x}; = {0}

avec [K1{X}; = wf [M]{X};




Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres amorties

IIM:

MI{X}; + z b; (a[M](X}; + bw?[MI{X};) + z M1{x}; = {0}
— Z[cbj + dj(a+ bw?) + ¢;jw?|[MI{X}; = {0}
== &; + d;(a+ bw}) + Pjw} =0

Onpose:  a+bw/ = 2{;w

1/a
donc (;==—+ bw; les taux d’amortissement modaux
J 2 (1)] J
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres amorties

Par décomposition modale, on obtient n problemesa 1 DDL :

®; + 2{jw;d; +w; ®; = 0 j=1,...n

@] _ = 00T M1 o)

d| _ = COTIMI o)

1(a
avec (= > <; + bwj> les taux d’amortissement modaux
J

: ’ POLYTECH'
ORLEANS
Ecolu dingérinurs de Univarsive S0rdans
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations libres amorties

D’ou
o; = e Sjwjt [(IDjocos(a)jdt) + < 2 (i]. ja )0
jd
avec Wjg = W; /1—(]?
n
Vecteur déplacement du systéme : {u} = z P {X};
j=1

: ’ POLYTECH'
ORLEANS
Ecolu dingérinurs de Univarsive S0rdans

) sin(wjq t)]
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations forcées harmoniques

Oscillations forcées d’un systeme a n DDL avec amortissement visqueux, Soumis a
des forces harmoniques :

[M1{it} + [C1{u} + [K]{u} = {F}ei®t

Solution stationnaire cherchée sous la forme : {u} = {U}e'®?

n
Principe de la décomposition modale: {U} = Z D {X};
j=1

— ) [d; + by(a+ bop) + 9| MI(X),; = (F)
=
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Systemes a n degrés de liberte

Vibrations forcées harmoniques

n

— (07 ) [+ by(a + bwf) + jof| MK}, = T(F)

J=1

== ; +2{w;0; +wf O = F avec F; = {X}7{F} lesforces modales

j=1,...,n

Les amplitudes modales ®; sont fonction de la pulsation d’excitation :

F;/k;
J7 7]

- 1-— (w/wj)z + 2i{; w/ w;
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