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Chapitre 1

Présentation générale

1.1 Introduction

Apres un premier chapitre destiné a clarifier le vocabulaire, nous commencons
par rappeler des éléments de base concernant ’estimation de la régression univariée
par technique de noyau. Il s’agit la de choses bien connues, et le lecteur initié trou-
vera ce Chapitre 2 relativement aisé tandis que le néophyte pourra s’y familiari-
ser avec ces techniques basiques de statistique non-paramétrique. Les chapitres 3
et 4 présenteront des modeles de régression concernant respectivement la statis-
tique des séries temporelles et la statistique non-paramétrique multidimensionnelle.
Il s’agit la de choses plus récentes en estimation fonctionnelle mais déja relative-
ment bien connues. Enfin, les deux derniers Chapitres (5 et 6) aborderont des as-
pects trés récents (et pour certains nouveaux) de la Statistique Fonctionnelle puis-
qu’ils étudient des modeles de régression pour variables fonctionnelles; le premier
est un modele de régression non-paramétrique, faisant ainsi le lien avec les chapitres
précédents, alors que le second est un modele de régression paramétrique (linéaire).
Quant a la structure de cet ouvrage, elle peut étre vue comme simplement une suc-
cession de chapitres avec une progression croissante de la difficulté des problemes
abordés. On peut aussi faire une présentation dichotomique de ce document. En
effet, parmi les modeles de régression que nous exposons, on peut extraire deux fa-
milles selon le type de régresseur que ’'on considere. La premiere famille de modeles
de régression correspond a celle dont les régresseurs sont a valeurs dans un espace
de dimension fini (variables aléatoires réelles ou vectorielles) alors que la seconde
correspond a celle dont les régresseurs sont a valeurs dans un espace de dimension
infinie (variables aléatoires fonctionnelles). Ainsi, ce découpage induit naturellement
deux parties.

La premiere partie s’intéresse au cadre classique d’estimation non-paramétrique
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4 CHAPITRE 1. PRESENTATION GENERALE

d’une fonction de régression a partir de régresseurs réels (Chapitre 2) ou vectoriels
(Chapitre 4), tandis qu'une extension au cadre de séries temporelles est présentée
au Chapitre 3. L’estimation non-paramétrique, et en particulier I'estimation de
régression, constitue un champ de recherche important de la Statistique depuis deux
ou trois décennies. Pour s’en convaincre le lecteur pourra consulter les revues biblio-
graphiques de Collomb (1981) et (1985) qui des le début des années 80 font déja
état de développemnts nombreux et variés sur ce theme, puis les ouvrages de Hardle
(1990) et (1991) et enfin pour terminer l'ouvrage collectif de Schimek (2000) qui
dresse un peu le bilan actuel des diverses connaissances en la matiere. D’autres ou-
vrages généraux sur le theme incluent ceux de Bosq et Lecoutre (1987) et Wand
et Jones (1995). Ce champ de recherches est potentiellement porteur a la fois de
développements théoriques intéressants et de multiples possibilités d’applications.
Pour ce qui nous concerne ici nous nous en tiendrons a quelques considérations
théoriques. Par ailleurs, vu I'abondance de la littérature, il était impossible dans les
Chapitres 2 et 4 de prétendre a une quelconque exhaustivité et c’est la raison pour
laquelle nous avons accompagné notre propos de trés nombreuses références biblio-
graphiques. Ces références ont été choisies en privilégiant trois types de travaux,
les travaux précurseurs, les ouvrages synthétiques et ceux contenant les résultats les
plus récents. Nous espérons que ces choix permettront au lecteur de se faire une idée
et de remonter a la plus grande partie des travaux existant sur le theme. En fait ces
Chapitres 2 et 4 s’adressent essentiellement a un public de néophytes désireux de
se familiariser avec les techniques de base en estimation non paramétrique, et nous
avons souhaité mettre en évidence dans notre propos deux choses essentielles en ce
domaine : le role du parametre de lissage et 'influence de la dimension.

Par ailleurs dans le Chapitre 3, nous avons souhaité accorder une place importante
a un domaine d’actualité de la Statistique non-paramétrique qui est celui de la
prévision de séries chronologiques. Il s’agit d’'un domaine sur lequel les premiers
résultats conséquents furent établis au début des années 80 ( Collomb, 1983 et 1984,
et Robinson, 1983), et qui a connu depuis des développements continus (citons par
exemple les ouvrages généraux de Gyorfi et al., 1989, Yoshihara, 1994, Hardle et
al., 1997 et celui de Bosq, 1998). Pour ce Chapitre 3, nous avons opté pour une
démarche différente de celle des deux précédents en ce sens que nous avons cherché
a établir nos résultats sous une fomulation des plus récentes qui soit (en évitant
toutefois certains raffinements de détails qui pourraient nuire a la clarté du propos).
Ainsi ce Chapitre 3 contient essentiellement des résultats asymptotiques qui, bien
qu’étant de nature classique (et en particulier de méme nature que certains résultats
dans Bosq, 1998) sont établis sous des formulations originales. Ce chapitre aussi ac-
corde une large place a la bibliographie qui, bien qu’étant la aussi choisie de maniere
nécessairement sélective, pourra permettre au lecteur de remonter a la plupart des
travaux sur le domaine.



1.1. INTRODUCTION )

La seconde partie s’intéresse au traitement des variables aléatoires fonctionnelles.
Ce domaine de recherche de la Statistique connait actuellement un franc succes
aupres de la communauté internationale des statisticiens si on en veut pour preuve
I’ampleur récente des publications scientifiques concernant ce sujet. C’est le cas
notamment lorsqu’on s’intéresse a des techniques d’estimation lorsque les données
sont qualifiées de courbes (Kneip et Gasser, 1992, Leurgans et al., 1993, Ramsay
et Li, 1996, Rice et Silverman, 1991) ou bien de données longitudinales (Besse et
al., 1997, Boularan et al., 1995, Fan et Zhang, 1999, Fan et Zhang, 2000, Hoover et
al., 1998, Luo, 98, Luo et al., 1998, Nunez-Anton et al., 1999) ou encore de données
fonctionnelles (Besse et Cardot, 1996, Besse et al., 1999, Bosq, 1991, Cardot et al.,
1999, Cardot et al., 2000, Ferraty et Vieu, 2000, Ramsay et Dalzell, 1991, Ramsay
et Silverman, 1997). Il existe deux principales raisons a ’engouement suscité par le
traitement des variables fonctionnelles : d’une part, il permet a la fois d’utiliser ou
de développer des outils théoriques performants et d’autre part, il offre un énorme
potentiel en terme d’applications (imagerie, agro-industrie, reconnaissnce de forme,
géophysique, économétrie,...). Ainsi, cette thématique couvre toutes les sensibilités
émanant de la communauté statisticienne : des plus appliquées aux plus théoriques,
sans prédominance de I'une sur 'autre.
Cette partie se décompose en deux chapitres qui s’inserent pleinement dans ce cadre
puisqu’ils s’intéressent aux variables aléatoires fonctionnelles. Seulement, il est illu-
soire de traiter globalement un sujet aussi vaste. C’est pourquoi nous nous limitons
volontairement aux modeles de régression qui, rappelons-le, sont le fil conducteur de
ce document. Méme dans un contexte de régression, nous ne pouvons prétendre a
I’exhaustivité. Nous avons donc décidé de nous restreindre a 1’étude de deux modeles
de régression pour variable aléatoire fonctionnelle (v.a.f.) : I'un non-paramétrique,
étudié au chapitre 5, 'autre paramétrique, faisant l’'objet du chapitre 6, ceci en anti-
cipant sur la terminologie définie au paragraphe suivant. Plusieurs motivations sont
a l'origine de ce choix. Premierement, le modele de régression non-paramétrique
nous permet de faire une transition avec le Chapitre 4 puisqu’il généralise des
résultats obtenus dans le cadre de la régréssion non-paramétrique pour variable
vectorielle. Deuxiemement, 1’étude du modele de régression paramétrique fait appel
a des outils théoriques différents de ceux employés dans le modele de régression
non-paramétrique. Enfin, la juxtaposition de ces deux modeles ouvre de nombreuses
perspectives de recherche. L’objectif de cette partie est donc double : familiariser le
lecteur avec la modélisation statistique de v.a.f. et donner une boite a outils suffisam-
ment étendue afin d’appréhender dans les meilleurs conditions les développements
théoriques que nécessite un tel contexte.
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1.2 Quelques modeles de régression

1.2.1 Le cadre général

L’objectif de ce chapitre introductif est d’introduire des modeles généraux et
de clarifier certains points de vocabulaires que nous utiliserons abondament dans
cet ouvrage. Nous nous plagons dans le cadre de l'estimation d’une fonction de
régression, que nous noterons r. La variable aléatoire a expliquer sera notée Y, tandis
que la variable aléatoire explicative sera notée X. Toutes les variables considérées
seront supposées étre définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P). Les divers
modeles de régression que nous abordons peuvent tous étre écrits sous la forme :

Y =r(X)+e, (1.1)

ou € est une variable aléatoire centrée et indépendante de X. Dans tout ce qui suit,
nous nous limiterons a une variable aléatoire Y réelle, et nos différents modeles
se distingueront selon la nature de la variable X et selon la nature de la relation
fonctionnelle r liant Y a X.

1.2.2 Modeles pour variables réelles

Considérons tout d’abord le cas ou la variable X est réelle. La littérature sta-
tistique dans ce domaine peut se diviser entre modeles paramétriques et modeles
non-paramétriques, avec tout 1’éventail d’adjectifs intermédiaires que I'on peut ren-
contrer, semi-paramétrique, semi-non-paramétrique, ... Il nous a semblé utile de
préciser des le début de cet ouvrage quelques points de vocabulaire. Nous adopterons
la démarche qui consiste a caractériser un modele de régression par une hypothese
du type

recC, (1.2)

ou C est une classe de fonctions, avec ou sans restriction supplémentaire sur la loi
deY, X oue.

Définition 1.2.1 Nous dirons que le modéle défini par (1.1) et (1.2) est un modeéle
paramétrique pour variable réelle lorsque la classe C est indexable par un nombre
fini de paramétres réels. Par opposition nous parlerons de modéle non-paramétrique
pour variable réelle lorsque C est un espace de dimension infinie.

De maniere naturelle, le premier exemple qui vient a I’esprit, est le modele linéaire
qui, que l'on fasse une hypothese de loi sur €
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Y =aX +b+e¢ a,b€R, e suivant une loi N(0,0?), (1.3)

ou non
Y =aX +b+e, (a,b) € R, (1.4)

est clairement de nature parametrique au vu de la définition précédente.
Un exemple classique de modele non-paramétrique est celui qui consiste a poser

C = {fonctions k-fois contintiment dérivables}. (1.5)

Notons que la littérature fait parfois état d’autres définitions qui ne sont pas tou-
jours équivalentes a celle que nous adoptons ici (Cf. Exercice 1.1). Pour ce qui nous
concerne, tout au long de ce document nous en tiendrons a cette définition.

1.2.3 Modeles pour variables vectorielles

Les définitions précédentes s’étendent naturellement au cas vectoriel quand X €
RP r étant dans ce cas la une fontion de R? dans R. Ainsi, un modele de régression
se construit a partir d’'une hypothese de type

recC. (1.6)

Définition 1.2.2 Nous dirons que le modeéle défini par (1.1) et (1.6) est un modéle
paramétrique pour variable vectorielle lorsque la classe C est indexable par un nombre
fini de parametres vectoriels de RP. Par opposition nous parlerons de modele non-
paramétrique pour variable vectorielle lorsque C est un espace de dimension infinie.

Les modeles linéaires,

Y="AX +b+¢e, ACRP, bER, (1.7)

avec ou sans hypothese sur e, entrent clairement dans la catégorie des modeles
paramétriques, tandis que les modeles ne faisant que des hypotheses de régularité
sur r du type

C = {fonctions k-fois contintiment différentiables}, (1.8)

sont de nature non-paramétrique. Un autre exemple de modele non-paramétrique
est le modele additif

C={r, r(z',...,2") = p+ri(@")+...+rPP), p € R,r €, (1.9)

C’ = {o, /gb(t)dt =0}. (1.10)
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1.2.4 Modeles pour variables fonctionnelles

Avant d’aller plus loin, qu’appelle-t-on précisément variable aléatoire fonction-
nelle 7 On appelle variable aléatoire fonctionnelle (v.a.f.), notée X, toute application
mesurable définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) et a valeurs dans un espace pro-
babilisable (E, Bg) ou E est un espace de dimension infinie, appelé génériquement
espace fonctionnel, By étant la tribu des boréliens de E (tribu engendrée par les
ouverts de F). Au dela de I'espace fonctionnel E dans lequel X prend ses valeurs,
la terminologie fonctionnelle fait essentiellement référence a la dimension infinie de
E. En effet, la principale difficulté dans 1’étude des modeles pour v.a.f. provient
justement de cette dimension infinie. L’idée consiste alors a généraliser les modeles
classiques pour variable aléatoire vectorielle en se plagant dans un cadre purement
fonctionnel. Le cas ou I'espace E est de dimension finie se raméne naturellement au
cadre vectoriel évoqué ci-dessus. Par conséquent, nous nous limiterons de maniere
implicite a des espaces F de dimension infinie, et nous parlerons d’espace fonctionnel.
La fonction r est maintenant une fonction de £ dans R, et nos modeles statistiques
s’écrivent comme précédemment

recC. (1.11)

Définition 1.2.3 Nous dirons que le modeéle défini par (1.1) et (1.11) est un modéle
paramétrique pour variable fonctionnelle lorsque la classe C est indexable par un
nombre fini de parameétres de E. Par opposition nous parlerons de modeéle non-
paramétrique pour variable fonctionnelle lorsque la classe C n’est pas indexable par
un nombre fini de parametres de E.

Prenons par exemple le cas ou E est un espace de Hilbert et notons < , > son produit
scalaire. Le cadre le plus classique est le modele linéaire fonctionnel, pour lequel on
fait I'hypothese :

C = {opérateurs linéaires continus}. (1.12)

Ce modele est un modele paramétrique fonctionnel au sens de la définition précédente,
puisque d’aprés le Théoreme de Riesz tout opérateur ® dans C admet un représentant
unique ¢ dans E défini par

O(z) =< ¢,z >,V € E.

D’ailleurs, on trouvera parfois dans la littérature le modele linéaire fonctionnel écrit
non pas a partir de (1.1), (1.11) et (1.12) mais plutot en faisant apparaitre de maniere
explicite ce représentant de r dans E (Voir Exercice 1.2).
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1.2.5 Exercices

Exercice 1.1 On se place dans le cadre ou X est une variable réelle. Comme alter-
native a la Définition 1.2.1, on peut parfois rencontrer dans la littérature la définition
suivante : “Un modéle de régression est dit paramétrique (resp. non-paramétrique)
si l'ensemble P des lois de probabilités sur R? auquel celle du couple (X,Y) est sup-
posée appartenir, est indexable par un nombre fini de paramétres réels (resp. est un
ensemble de dimension infinie)”. Montrer, en construisant un modéle de régression
particulier, que ces deux définitions ne sont pas équivalentes.

Exercice 1.2 Soit E = L*([0,1]) muni du produit scalaire usuel

1
<fa>= [ s0a,
0
écrire le modeéle linéaire fonctionnel sous la forme

Y = /1 r*(t)X(t)dt +¢€, " € E. (1.13)



10

CHAPITRE 1. PRESENTATION GENERALE



Chapitre 2

Régression non-paramétrique
réelle

2.1 Le modele non-paramétrique

Nous nous placons dans ce chapitre dans le cadre de 'estimation de la fonction
de régression

r(z) = EY|X = z),

d’une variable réelle Y sur une variable réelle X, et nous suppososons que nous
disposons pour cette estimation d’un échantillon {(X;,Y;), ¢ =1,..., n} de couples
indépendants et ayant chacun méme loi que (X, Y"). Le modele qui va nous intéresser
est un modele non-paramétrique, en ce sens que la seule condition que nous ferons
sur la fonction r est une condition de régularité

r est k fois contintiment dérivable, (2.1)

k étant un entier positif ou nul (le cas k& = 0 correspondant évidemment a 1’hy-
pothese simple de continuité de r). Ce probléeme a été abondament étudié dans la
littérature, et notre objectif ici n’est pas de présenter une discussion exhaustive
des différentes méthodes d’estimation existantes. Nous souhaitons d’avantage nous
attarder sur la nature méme du modele défini par (2.1). Bien sur, comprendre ce
modele statistique nécessite de connaitre un estimateur qui, sous ce modele, possede
de bonnes propriétés mathématiques. C’est la raison pour laquelle nous allons nous

11
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limiter a I’étude des estimateurs de type noyau de convolution, puisque la simplicité
de leur construction et leur facilité d’utilisation vont de pair avec leur bonnes pro-
priétés asymptotiques. En particulier, ces estimateurs nous permettront de mettre
en évidence le probleme essentiel lié a ces modeles : la question du choix du pa-
rametre de lissage.

Ce chapitre s’organise de la maniere suivante. La méthode du noyau sera rapide-
ment présentée dans le Paragraphe 2.2. Nous donnerons ensuite au Paragraphes 2.3
et 2.4 quelques propriétés asymptotiques de ces estimateurs. Ces quelques propriétés
ont été choisies parmi I’abondante littérature existante sur le sujet, de maniere a
répondre a un objectif double : donner au lecteur les éléments de base en la matiere
et mettre en valeur le modele non-paramétrique lui-méme, ses caractéristiques,
ses avantages et ses limites. Sans sacrifier a la rigueur mathématique nous avons
décidé de présenter certains résultats sous une forme légerement plus restrictive
que celle disponible dans la littérature, cela afin d’éviter au maximum que certains
aspects techniques non fondamentaux ne viennent nuire a la clarté des points es-
sentiels que nous souhaitions mettre en évidence. Le Paragraphe 2.5 est consacré
au probleme du choix du parametre de lissage. La nécessité évidente d’avoir a faire
des choix drastiques dans la présentation de ce chapitre, nous a conduit a consa-
crer un Paragraphe 2.6 relativement conséquent aux compléments bibliographiques.
Nous espérons que ces compléments bibliographiques permettront au lecteur de re-
monter aux développements les plus récents en matiere d’estimation par noyau, a
ceux relatifs aux autres techniques non-paramétriques de régression et a ceux rela-
tifs aux autres problemes d’estimation fonctionnelle qui font appel a des techniques
similaires a celles présentées ici en régression. Pour terminer, le Paragraphe 2.7 pro-
pose quelques exercices qui doivent a la fois permettre de se familiariser avec les
techniques de type noyau, et permettre d’établir certaines extensions des résultats
présentés dans les paragraphes précédents.

2.2 La méthode du noyau

Les estimateurs de type noyau, introduits indépendament par Nadaraya (1964)
et Watson (1964), sont une des techniques les plus populaires d’estimation sous des
modeles de régression de type (2.1). Pour comprendre les idées qui ont amené a
I'introduction de ces estimateurs, peut-étre faut-il remonter au régressogramme de
Tukey (1961) défini de la maniere suivante :

Y Yil(X; € By)
Z?:l I(Xi € Bj)

5 Vo € Bj, (22)

Treg(T)
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ouBj, j =1,...,J est une partition du support de X fixée a priori. Comme son cou-
sin ’histogramme en estimation de densité, cet estimateur primitif présente comme
inconvénient d’avoir a choisir a la fois la finesse de la discrétisation (i.e. le nombre
J de découpages) et la position exacte des bornes des intervalles B;.

Afin de résoudre ce second probleme, un nouvel estimateur peut étre construit
en remplacant la discrétisation a priori en intervalles B; par un seul intervalle mais
qui varie de maniere continue. Concretement, cela donne 'estimateur de la fenétre
mobile défini de la maniere suivante :

> YI(X € [z — hyx 4 h))
YL (X €[z —hjz+h))

ou h est un parametre réel strictement positif.

, Vu, (2.3)

fFM<ZE)

L’estimateur précédent présente encore le désavantage d’étre discontinu par na-
ture. Ainsi sa généralisation naturelle est I’estimateur a noyau, appelé aussi estima-
teur de Nadaraya-Watson, défini de la maniere suivante :

_ XL YK (5

Y K(55%)
Dans cette définition K est une fonction de R dans R (dont nous verrons qu’elle
n’est pas nécessairement positive), et h est un parametre réel strictement positif
(dont nous verrons qu’il sera intéressant de le faire dépendre de n). Cet estima-
teur sera abondament étudié dans cet ouvrage. Il faut noter que tous les résultats
que nous obtiendrons pour cet estimateur 7xy resteront valables pour 'estimateur
de la fenétre mobile 7ry; puisque ce dernier est un estimateur a noyau particulier
correspondant au cas ou K est le noyau uniforme

K(t) = 1(t € [-1;+1)).

Notons que dans toutes ces définitions nous adoptons implicitement la concention
0/0 = 0.

2.3 Convergence presque complete

2.3.1 Résultats sous hypothese de dérivabilité

Nous allons commencer par donner un résultat de convergence presque complete
sous le modele non-paramétrique (2.1). Cette notion de convergence presque complete
entraine a la fois la convergence presque sure et la convergence en probabilité. Le
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lecteur non familier avec cette notion peut se reporter a I’Exercice 2.3. Dans un
premier temps nous nous plagons en un point fixé x. Le modele (2.1) est renforcé
par la condition

r et f sont k fois contintiment dérivables autour de x, (2.5)

et nous supposons en outre que

f(z) >0, (2.6)

f désignant la densité de X par rapport a la mesure de Lebesgue sur R (densité
supposée exister). Nous verrons que nous aurons besoin des conditions suivantes sur
le parametre de lissage h = h(n)

h
lim,_ooch = 0 et limn_mon— = 00. (2.7)
logn

Concernant la pondération K, nous supposerons que

K est borné, intégrable et & support compact. (2.8)

Nous verrons que lorsque k£ > 0 il sera intéressant de rajouter I’hypothese que K est
un noyau d’ordre k£ au sens de Gasser et Miiller (1979), c’est a dire qu'il vérifie :

/th(t)dtzo, Vi=1,...,k—1let0< |/t’“K(t)dt| < o0. (2.9)

Notons que cette condition d’ordre est, des que k£ > 2, incompatible avec une hy-
pothese de positivité du noyau (Cf. Exercice 2.4). Afin de ne pas nuire a l’exposé des
points essentiels que nous souhaitons mettre en valeur ici, nous faisons ’hypothese
suivante

Y] <M < o0, (2.10)

hypothese qui pourrait étre allégée (au moyen par exemple d’une technique de tron-
cation du type de celle introduite par Mack et Silverman (1982) et reprise entre
autres dans Gyorfi et al.,, 1989, ou Bosq, 1996), mais au prix d'un accroissement
sensible de la lourdeur des démonstrations. Dans la forme simplifiée sous laquelle
nous le présentons ci-dessous, ce résultat est issu de Sarda et Vieu (2000), mais
les idées qui servent de base a cette démonstration reviennent a Collomb (1976) et
(1984).
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Théoreme 2.3.1 Vitesse de convergence presque compléte ponctuelle sous
condition de dérivabilité. Considérons le modéle (2.5) avec k > 0 et supposons
que les conditions (2.6)-(2.10) soient réalisées. On a

Fnw () —r(z) = O(h*F) + O(4/ %), . co. (2.11)

Preuve du Théoréme 2.3.1 - Dans toute cette preuve C' désigne une constante
générique. Par ailleurs, vu la définition de 7nypy on peut sans aucune perte de

généralité considérer que
/ K(t)dt = 1.
R

Pour mener a bien cette démonstration on utilise la décomposition suivante (ot 'on
note rf = g) :

P C) 2.12
“ 1 “ i Xz
et

et on écrit que

waﬁ—Tmzw z) — flx 7:(96) 2.13

(@) = rle) = E55 + (Flo) = @) 75 (213
Le résultat énoncé va découler des 5 résultats suivants :

Eg(z) — g(z) = O(hY), (2.14)

Ef(x) — f(z) = O(h¥), (2.15)

Ejlz) — g(z) = 0(,/%), p.co., (2.16)

Bf) - f2) = 04/ T, peco., (2.17)
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et
36> 0,> " Plf(z) < 6] < 0. (2.18)
n=1

- Preuve de (2.14). Par équidistribution des (X;,Y;), on a que

z—X

Eg(x) = h™ EYK (= =).

En conditionnant par rapport a X on arrive a

r—Uu

Bg(x) = h! / () K () ()

Le calcul de cette intégrale se fait en posant z = (z — u)/h pour arriver a

Eg(x) = /g(x — zh)K(2)dz.

11 suffit de développer la fonction g au voisinage de x, ce qui est possible au vu de
la condition (2.5). Ceci s’écrit, pour 6, entre z et x + zh :

k-1

gl —zh) = g(z) + )

j=1

%gm(@ + %g(k) (6.).

On utilise alors la condition (2.9) sur 'ordre du noyau K, et on arrive a :
wnd 2K (2)g"(0:)dz
h o .

La continuité de g (Cf. (2.5)) et la compacité du support de K, assurent la conver-
gence uniforme en z de ¢*(6,) vers ¢g®)(z). On arrive finalement &

g*(x)
!

Eg(r) = g(x) + (1)

+ o(RY). (2.19)

Eq(z) = g(x) + (—l)khk/sz(z)dz
Ceci acheve la preuve de (2.14).

- Preuve de (2.15). La démonstration est similaire & celle qui précede. Nous ren-
voyons a I'Exercice 2.1 qui établit un résultat plus général que le résultat (2.15) que
nous recherchons, a savoir :

) (k) (1
Ef(z) — f(z) = (—l)khk/sz(z)dzf kf )—i—o(hk). (2.20)
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- Preuve de (2.16). L’idée essentielle est d’'utiliser une inégalité exponentielle de type
Bernstein. La version que nous allons utiliser est celle que nous rappelons dans le
Lemme 2.3.1 ci-dessous. Dans Hoeffding (1963) le lecteur trouvera plusieurs versions
d’inégalités de ce type, sous plusieurs jeux différents de conditions. Pour ce qui nous
concerne, nous aurons uniquement besoin de la version simplifiée ci-dessous, version
dont la preuve est donnée dans 'article de Hoeffding déja cité.

Lemme 2.3.1 Soit Aq,..., A, des v.a.r. centrées, indépendantes et de méme loi,
telles qu’il existe deux réels positifs d et 6% vérifiant :

A <d et EA? < §2

Alors, pour tout € €]0, %[ on a

n

>a

=1

n—l

P

n€2
> e] < 2e 187, (2.21)

Pour appliquer ce lemme aux variables

A, =h VK
=i (i .

) - BYK (*— Xi))

il faut tout d’abord trouver des majorants pour |A;| et pour EA?. Les conditions
(2.8) et (2.10) permettent aisément de construire la premiere de ces bornes, et on a
I’existence d’une constante finie C' telle que

aj< (2.22)

Calculons maintenant le moment d’ordre 2 de ces variables. On a en posant

I'=-Y,K
7 h 7 ( h )

et en conditionnant par rapport a X

r—Uu

h

pri =10 e (102 ) =2 [o

ou la fonction ¢ est définie par

$(u) = E(Y?|X = u),
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I'existence de ce moment conditionnel étant assurée par la condition (2.10). On
effectue le changement de variable z = (z — u)/h pour arriver a

ET? =p7t / ¢(x — zh) f(x — zh) K*(2)dz.

Puisque ¢ est bornée (c¢f. (2.10)), et puisque f l'est aussi car continue (Cf. (2.5))
sur le support compact de K (Cf. (2.8)), on a l'existence d’une constante finie C
telle que :

C
ET? < - (2.23)
et de maniere évidente on a I’existence d’une constante C' telle que :
EA? < % (2.24)

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le Lemme 2.3.1. Ainsi, il découle de (2.21),
(2.22) et (2.24) que pour € suffisament petit on a

nezh

PlE§(z) — §(x)] > ] < 2e 0. (2.25)

logn
e =\ T

on arrive finalement a I’existence d’'une constante C' telle que pour tout €

Si 'on applique ce résultat a

P

z ,
|Eg(z) — §(z)| > e Zgh”] < 9e=Ceblogn. (2.26)

Pour ¢ bien choisi, le terme de droite dans (2.26) est celui d'une série convergente.
Ainsi (2.26) acheve la preuve de (2.16).

- Preuve de (2.17). 11 suffit de reprendre le calcul précédent mais dans le cas parti-
culier ou la variable Y est la variable certaine toujours égale a 1, et le résultat (2.26)
s’écrit alors

P||Bf@) - f@)] > « loﬂ] < 9e=Ccloan, (2.27)

nh

d’ou 'on obtient le résultat recherché (2.17).
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- Preuve de (2.18). Les résultats (2.15) et (2.17) entrainent en particulier la conver-

gence presque complote de f(z) vers f(x). Ainsi pour tout € > 0 on a
ZP Hf(:v) — f(:v)‘ > 6] < 00.
n=1

En remarquant que

f)| <9 = i) - ] > 12,
on peut écrire
P[ﬂx)\ < %)} <P Uf<x>—f<x>\ > @]

11 suffit maintenant de poser § = € = f(z)/2 (ce qui est toujours possible grace a la
condition (2.6)) pour obtenir (2.18). O

Nous allons maintenant établir une version uniforme du résultat précédent. La
démonstration de ces théoremes s’inspire de Collomb (1976) et (1984). Nous avons
bien évidement besoin d'une version uniforme des hypotheses (2.6) et (2.5), et pour
cela nous nous plagons sur un compact S de R, tel qu’il existe 8 > 0 pour lequel on
a

r et f sont k fois continiment dérivables autour de S, (2.28)

et
infresf(x) > 0. (2.29)

Pour le reste, les conditions dont nous aurons besoin sont les mémes que celles
nécessitées pour 'obtention des résultats ponctuels ci-dessus, auxquelles s’ajoute la
restriction suivante de type Lipschitz sur le noyau

38 >0,3C <oo,Vz € S, Vy e S, |K(z)— K(y)| <Clr—y|°. (2.30)

Théoreme 2.3.2 Vitesse de convergence presque compléete uniforme sous
condition de dérivabilité. Considérons le modéle (2.28) avec k > 0 et supposons
que les conditions, (2.7), (2.8), (2.9), (2.10), (2.29) et (2.30) soient réalisées. On a

. logn
supses|iaw (2) = r(@)| = O(H) + O(4/ =55), p.co. (2:31)
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Preuve du Théoréme 2.3.2 - Comme précédemment on peut supposer que le
noyau K est d’intégrale égale a 1, et nous noterons tout au long de la preuve C' une
constante générique . Le découpage que nous allons faire est similaire a la formule
(2.13) utilisée dans le cadre ponctuel, et on écrit que

supseslge) — g(x)
infucs) F(0)

fx) = f(x)

supges|tyw (z) — r(x)

supaes|r(z)]

infres|f(x)|

Vu que 7 est bornée (car continue sur le compact S), le résultat énoncé (2.31) va
découler des 5 résultats suivants :

+  Supses (2.32)

supecs| B9() - g(z)] = O(R), 2.3
supecs| B () ~ 1 ()] = O(RY), 234
sup.es|Ei(e) - (2] = Oy Z), peo. 239
supecs| E1(w) = Ja)] = O/ 20, puco., (2.30
et
35 > 0, i Plinfoes|f(z)] < 4] < oo. (2.37)

n=1

- Preuve de (2.33) et (2.34). Il suffit de remarquer que toutes les approximations en

O(hF) faites au cours de la preuve de (2.14) et (2.15) pendant la démonstration du
Théoreme 2.3.1 sont uniformes en x € S, cela grace a la condition de régularité
(2.28) et a la compacité du support de K (Cf. (2.8)).

- Preuve de (2.35). Pour démontrer ce résultat nous allons partir du résultat ponctuel
(2.25), établi au cours de la preuve du Théoreme 2.3.1. Rappelons que ce résultat
pouvait s’énoncer de la maniere suivante : pour tout € > 0, il existe une constante
C > 0 indépendante de z telle que

neZh

P|Eg(z) — g(z)] > ¢ < Ce™ . (2.38)
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L’idée est de recouvrir le compact .S par un nombre fini d’intervalles By, de longueurs
égales. On note 7, le nombre de ces intervalles, [,, la longueur de chacun d’entre eux
et t; leurs centres. On a :

S C UZ:IHBIC ou By :]tk — ity + ln]
Pour tout x dans S, on notera B(x) (respectivement ¢(x)) le seul parmi ces intervalles
(respectivement le centre de cet unique intervalle) contenant z. On utilise maintenant
la décomposition suivante :

. “ . . €
P lsupses |Eg(x) = §(@) > d < P | mavees,..q, [EG(t) = 30| > 5] +

P [supres|Bg(x) - glw) - Bg(t(x) + g(t(x)] > 5] (2:39)

Pour ce qui concerne le premier terme du membre de droite de (2.39), on a en
appliquant (2.38) :

. . € o . . €
P [mawicr,.., |E3(t) = 90| > 5] < S0P [1Ba(t) = g(0)| > 5
k=1

2
Tn n62h
n52 T Cc
< Y e < (f lc . (2.40)
k=1 "

Venons en maintenant au second terme du membre de droite de (2.39). En utilisant
tout d’abord la condition (2.10) pour borner Y puis la condition de Lipschitz sur K
(Cf. (2.30)) on arrive a :

g(z) —g(t < C— K - K
30 = 50| < OSSR - K
1 |z —X:  ta)—X;|°
~ nh = h h
1 8 f
< CWW—WT” < O(w)- (2.41)
Nous allons maintenant appliquer ce qui précede a
logn
€= €\ —
0 nh 3
et nous arrivons ainsi, en utilisant (2.39)-(2.41) a :
l 760logn
. . ogn e~
P |sup,es |Eg(x) — g(x)| > € n—‘%] < C l
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On peut toujours choisir, a cause des hypotheses sur i (Cf. (2.7)), une suite [, telle

que
l,=n"¢ a>Oetl5—0h1+B\/
nh

de sorte que le deuxieme terme de la partie droite de (2.42) soit nul pour n suffi-
samment grand. On arrive alors a

P | supges |Eg(x) — 9(x)| > € < Cn~cte (2.43)

On peut toujours trouver alors une valeur de € telle que la partie droite de (2.43)
soit le terme général d’une série convergente. Ceci acheve la preuve de (2.35).

- Preuve de (2.36). 11 suffit de reprendre le calcul précédent mais dans le cas parti-
culier ou la variable Y est la variable certaine toujours égale a 1, et le résultat (2.43)
s’écrit alors

- logn

p SUpzeS‘Ef(x) —f(x)] > e\ —— Cn-cte, (2.44)

d’ot1, par un bon choix de €y, on obtient le résultat recherché (2.36).

- Preuve de (2.37). Les résultats (2.34) et (2.36) entrainent en particulier la conver-

gence presque compléte uniforme sur S de f(z) vers f(z). Ainsi pour tout € > 0 on
a

ip [SupmeS‘f(l’) —f(:c)‘ > e] < .

5 0
De plus, infxeS’f(x)‘ < 2 (ou O est défini par (2.29)) implique que
SUPzes f(m) — f(:p)’ > 7 Ainsi, on en déduit que
AT : 6
P |infees |f@)| < 5| < P|supses |f@) = ()] > 5|

Il suffit maintenant d’utiliser la convergence presque complete uniforme sur S de
f(z) vers f(z) et de poser § = € = 6/2 pour obtenir (2.37). O
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2.3.2 Reésultats sous hypotheses de continuité

Le prochain résultat est établi sous un modele de régression plus général que
celui du Théoreme 2.3.1, puisque I’hypothese d’existence de dérivées continues pour
les fonctions que 'on estime (i.e. pour f et r) est remplacée par la condition de
continuité. Le gain obtenu ainsi en terme de généralité du modele statistique est a
mettre en balance avec la perte des vitesses de convergence.

Théoreme 2.3.3 Convergence presque complete ponctuelle sous condition
de continuité. Considérons le modéle (2.5) avec k = 0 et supposons que les condi-
tions (2.6), (2.7), (2.8) et (2.10) soient réalisées. On a

Tnw(z) — r(x), p.co. (2.45)

Preuve du Théoreme 2.3.3 - Comme précédemment on peut toujours supposer
que K est unitaire en ce sens que

AK@ﬁ:L

La démonstration se fait suivant les mémes lignes que la précédente. Au vu de la
décomposition (2.13), le Théoreme 2.3.3 sera prouvé des que seront établis les 5
résultats suivants :

Eg(z) — g(x) = 0, (2.46)
Ef(z) - f(z) =0, (2.47)
Ej(x) — g(z) — 0, p.co., (2.48)
Ef(z) — f(z) = 0, p.co., (2.49)
et
36 > 0, i P[f(x) < 8] < co. (2.50)

- Preuve de (2.46). Par équidistribution des (X;,Y;), on a que

r—X

Ej(z) = h 'EY K(
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En conditionnant par rapport a X on arrive a

r—Uu

Bg(x) = h! / () K () ()

Le calcul de cette intégrale se fait en posant z = (¢ — u)/h pour arriver a

Eg(x) = /g(x — zh)K(2)dz. (2.51)
La continuité uniforme de g sur le support compact de K amene que
g(x — zh) — g(z), (2.52)
uniformément en z, ce qui acheve la preuve de (2.46).

- Preuve de (2.47). La démonstration est similaire & celle qui précede, et est laissée
a titre d’exercice (Cf. Exercice 2.1).

- Preuves de (2.48) et (2.49). On remarque qu’aucun des calculs effectués lors de la
démonstration de (2.16) et (2.17) au cours de la preuve du Théoreme 2.3.1 ne fait
intervenir les conditions (2.5) et (2.9). Ainsi (2.16) et (2.17) restent valables sous
les hypotheses qui sont les notres dans ce théoreme, et il suffit d’utiliser la derniere
partie de (2.7) pour conclure.

- Preuve de (2.50). La convergence presque complete de f(z) vers f(z), qui découle
de (2.47) et (2.49), amene que pour tout € > 0 on a

iPHf(x)—f(w)’ > 6:| < 00.

Il suffit alors de donner les mémes arguments que ceux avancés pour montrer (2.18).
O

Le prochain résultat est une version uniforme du théoreme précédent. Il est établi
sous un modele de régression plus général que celui du Théoreme 2.3.2, puisque 1'hy-
pothese d’existence de dérivées continues pour les fonctions que ’on estime (i.e. pour
f et r) est remplacée par la condition de continuité. Le gain obtenu ainsi en terme
de généralité du modele statistique s’accompagne de la perte des vitesses de conver-
gence.
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Théoreme 2.3.4 Convergence uniforme presque compléete sous condition
de continuité. Considérons le modeéle (2.28) avec k = 0 et supposons que les condi-
tions (2.7), (2.8), (2.10), (2.29) et (2.30) soient réalisées. On a

supzes|tyw(z) — r(z)| = 0, p.co. (2.53)

Preuve du Théoreme 2.3.4 - Comme précédemment on peut toujours supposer
que K est unitaire en ce sens que

AK@ﬁ:L

La démonstration se fait suivant les meémes lignes que la précédente, et C' dénote
toujours une constante générique. Au vu de la décomposition (2.32), le Théoreme
2.3.4 sera prouvé des que seront établis les 5 résultats suivants :

supses|Eg(r) — g(x)] =0, (2.54)
sup,es|Ef(x) = f(x)] =0, (2.55)
supres|Eg(x) — §(x)| = 0, p.co., (2.56)
supses|Ef (x) — f(x)| = 0, p.co., (2.57)
et
35 > 0, i Plinfees|f(z)] < 8] < oc. (2.58)
=

- Preuve de (2.54). 1l suffit de noter que (2.51) est vraie pour tout x dans S, et de
remarquer que la compacité de S et 'hypothese (2.28) assurent que la convergence
dans (2.52) est uniforme pour x dans S.

- Preuve de (2.55). Les mémes arguments que pour prouver (2.54) précédement
peuvent étre invoqués.

- Preuves de (2.56) et (2.57). On remarque qu’aucun des calculs effectués lors de la
démonstration de (2.35) et (2.36) au cours de la preuve du Théoreme 2.3.2 ne fait
intervenir les conditions k& > 0 et (2.9). Ainsi (2.35) et (2.36) restent valables sous
les hypotheses qui sont les notres dans ce théoreme, et il suffit d’utiliser la derniere
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partie de (2.7) pour conclure.

- Preuve de (2.58). La convergence presque compléte uniforme sur S de f () vers
f(x), qui découle de (2.55) et (2.57), amene que pour tout € > 0 on a

SUTTITRRER I

I1 suffit maintenant d’utiliser les mémes arguments développés pour montrer (2.37)
puis de poser § = € = 6/2 pour obtenir (2.58). [J

2.3.3 Résultats sous hypothese de type Lipschitz

Mentionnons, pour terminer cet exposé des résultats de convergence presque
complete, que d’autres modeles non-paramétriques, caractérisables par d’autres condi-
tions de régularité sur r et f, peuvent étre étudiés par des techniques similaires. C’est
le cas en particulier lorsque les conditions (2.28) ou (2.5) sont remplacées par des
conditions de type Lipschitz. Nous donnons uniquement 1’énoncé de ces résultats.
Les preuves sont tres voisines de celles des théoremes précédents, et par conséquent
laissées a titre d’exercice (Cf. Exercice 2.5). Les conditions de Lipschitz sont soit des
conditions ponctuelles en z fixé du type

38 >0,3C < o0, Fe>0,Vy €|z — e,z +¢], |d(x) — o(y)| < Cle —y|?, (2.59)

soit des conditions uniformes sur un compact S du type
38 >0,3C < o0, Vx € S, Vy € S, |p(z) — d(y)| < Clz — y|?, (2.60)

ou ¢ désigne indifférement f ou r.

Théoreme 2.3.5 Vitesse de convergence presque compléete ponctuelle sous
condition de Lipschitz. Considérons le modéle (2.59) et supposons que les condi-
tions (2.6), (2.7), (2.8) et (2.10) soient réalisées. On a

vw(z) —r(z) = O(h?) + O %)’ b 200
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Théoreme 2.3.6 Vitesse de convergence presque complete uniforme sous
condition de Lipschitz. Considérons le modéle (2.60) et supposons que les condi-
tions (2.7), (2.8), (2.10), (2.29) et (2.30) soient réalisées. On a

logn

supseslivw (@) = (@) = O() + O(4 -2

). p.co. (2.62)

2.4 Convergence en moyenne quadratique

2.4.1 Erreur quadratique moyenne ponctuelle

Nous allons maintenant nous intéresser a des résultats asymptotiques en termes
de convergence quadratique. La structure de ce paragraphe est similaire a celle du
précédent. Les hypotheses dont nous aurons besoin sont sensiblement les mémes
que pour les résultats de convergence presque complete, a quelques exceptions prés
décrites ci-dessous. Tout d’abord, la condition sur le parametre de lissage peut étre
rendue légérement moins restrictive en ce sens qu’on peut remplacer (2.7) par :

lim,—och = 0 et lim,,_.oonh = 0. (2.63)

Par ailleurs, afin de pouvoir spécifier les constantes intervenant dans nos développements
asymptotiques nous aurons besoin parfois de rajouter la condition suivante sur la
loi de (X,Y) :

$(u) = E(Y?|X = u) est continue au point z. (2.64)

Pour des raisons techniques qui seront explicitées ultérieurement, nous aurons besoin
de nous restreindre a des noyaux positifs. Or (Cf. Exercice 2.4), cette condition est
incompatible avec un noyau d’ordre supérieur a 2. Par conséquent, nous en resterons
a un modele de type (2.5) avec k = 2, et les conditions sur le noyau K deviennent
alors :

K est borné, intégrable, positif, symétrique et a support compact. (2.65)

Le premier résultat établit la vitesse de convergence en moyenne quadratique
pour l'estimateur a noyau de la régression sous hypotheses de dérivabilité, en un
point z fixé. La démonstration que nous proposons pour ce résultat s’inspire large-
ment de celle de Collomb (1976).
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Théoreme 2.4.1 Convergence en moyenne quadratique ponctuelle sous
condition de dérivabilité. Considérons le modéle (2.5) avec k = 2 et supposons
que les conditions (2.6), (2.10), (2.63), (2.64) et (2.65) soient réalisées. On a

Elinw(z) — r(2)]* = B*(z)h* + V(x)n—lh + o(h* + %), (2.66)
& _ JPE@)dt (9% (@) —r(2) [P (@)
B(z) = 5 @) ) (2.67)
et
[ ey g (0(2) — 12 (2))
Vi) = / e A (2.68)
Preuve du Théoréeme 2.4.1 - Il suffit de montrer que :
Ernw(z) —r(x) = B(x)h? + o(h?), (2.69)
et
. 1 1
Varryw(x) = V(m)% + o(m). (2.70)

- Preuve de (2.69). L’idée principale de cette preuve, dont la difficulté réside en la
nécessité de calculer I'espérance de quotients aléatoires, est d'utiliser le développement
usuel de 1/z :

é = 1—(Z—l)—f—...+(—1)p(z—1)p+(_1)p+1(z_ Lt

, V2 #£0,Vp e N (2.71)

Concretement, en appliquant ce développement a z = S@) o p = 1, on arrive a

Ef(z)
I’écriture suivante :
e [ U@ -B@)] () - Biwy
TNW(J:) = = 1-— = + = T‘Nw(l’), (272)
Ef(x) Ef(z) (Ef(z))
d’ou l'on tire aprés passage a l'espérance :
E .I') Al A2

- — " (2.73)

ou
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’ A =E [(ﬂx) ~Bf() wm} .

Pour calculer le terme A;, on utilise I'indépendance puis I’équidistribution des couples
(X;,Y;) pour arriver a :

Ay = cov (g@:),f(:::)) = @icov (YiK(x _}LXi)’K(x —th'))

S lY1K2(x — X)] - %E [YlK(“’ — X)] E FK(I - X)] .

nh h h h h h h

11 suffit maintenant d’écrire chacune de ces espérances et de calculer les 3 intégrales
qui leur correspondent en faisant un changement de variable du type z = (x —u)/h,
exactement comme lors du calcul de (2.24), pour arriver a

A = o (o) [ K0+ o)) = 2 (g(o) + 0(0) (7(0) + of1)

1 1
= —g(z) | K*(t)dt + o(—). 2.74
o) [ KO+ ol-) (2.74)
Concernant maintenant le terme As, puisque Y est bornée et puisque K est positif,
on peut borner stiirement 7y () par une constante C, et arriver ainsi a :

~

|As| < Coar(f(x)).

Et cette derniere variance se calcule exactement comme précédemment ( Cf. Exercice
2.6), pour aboutir a

1
wh)
En combinant les résultats (2.73)-(2.75) avec les formules (2.19) et (2.20) (dont on
s’apercoit en reprenant leurs preuves qu’elles restent vraies sous les hypotheses qui
sont les notres maintenant), on arrive a

Ay = O (2.75)

@ 022 [PR@dg V@) 1
B ) = ) ) [eR@dr @) -+ OGR)

r(a) + (h2/2) [ K (6)dt(g®) f — B g)(x) — (h*/4)([ 2K (1)dt)2 f P (2)g® (x)
F2x) — [(h2/2) [ 2K (t)dtf®(x)]*
), (2.76)

1

+ o(h?) + O(nh
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d’ou 'on tire directement le résultat recherché (2.69).

- Preuve de (2.70). La preuve repose sur la méme idée, c’est a dire une application

du développement (2.71). On trouve, en utilisant (2.71) avec z = % et p =3, que

var(fyw(z)) = —4 A -
(Ef(x))? (Ef(x))3
2w (Bg(x))? 1
Svar(f(x - o(—). 2.77
+ Buar(f(a) LT ol ) @1

La preuve de ce résultat est omise, car longue fastidieuse et relativement aisée.
Elle est donnée par exemple dans Collomb (1976), Vieu (1994) ou Sarda et Vieu
(2000). Pour calculer la variance de 'estimateur g(x), on utilise I'indépendance et
I'équidistribution des couples (X;,Y;) pour arriver a

n

var(§(x)) = (n}z)zi;”” (YiK(x—hXi))
- it e ][]

Il suffit maintenant d’écrire chacune de ces espérances et de calculer les 3 intégrales
qui leur correspondent en faisant un changement de variable du type z = (z —u)/h,
exactement comme lors du calcul de (2.24), pour arriver a

wrg(@) = o (F@6) [ K20 on) - 1 (glo) + o1

n

_ n—lhf(x)gb(x)/K2(t)dt+o(n—1h). (2.78)

La variance de l'estimateur de densité découle directement de ce résultat appliqué
a'Y =1 (voir aussi Exercice 2.6) et on a

var(f(z)) = %f@;) /Kz(t)dt + 0(%). (2.79)

Quant a la covariance, elle a été calculée précédemment lorsque nous avons établi le
résultat (2.74) et nous avons

con(g(a). f() = —rala) [ K0+ o) (2.80)
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En combinant maintenant les résultats (2.77)-(2.80), tout en utilisant les résultats
(2.19) et (2.20) (dont on s’apercoit en reprenant leurs preuves qu’ils restent vrais
sous les hypotheses qui sont les notres maintenant), pour traiter les termes de la
forme (Eg(z))? ot (Ef(z))? qui apparaissent dans (2.77), on arrive au résultat re-
cherché. [

Le prochain résultat est établi sous un modele de régression plus général que
celui du Théoreme 2.4.1, puisque I’hypothese d’existence de dérivées continues pour
les fonctions que 'on estime (i.e. pour f et r) est remplacée par la simple condi-
tion de continuité. Comme toujours en pareil cas, le gain obtenu ainsi en terme de
généralité du modele statistique est a mettre en balance avec la perte des vitesses
de convergence.

Théoreme 2.4.2 Convergence en moyenne quadratique ponctuelle sous
condition de continuité. Considérons le modéle (2.5) avec k = 0 et supposons
que les conditions (2.6), (2.10), (2.63) et (2.65) soient réalisées. On a

Eryw(z) — 7"(95)]2 — 0. (2.81)

Preuve du Théoréme 2.4.2 - Dans toute cette preuve C' désigne une constante
générique. On considere, sans aucune perte de généralité, que fR K(t)dt = 1. Les
formules (2.73), (2.74) et (2.75) restent valables sous nos hypotheses, de sorte que
nous avons :

_ Eg(x) 1 1

Sent 4 _ O(—
Ef(z)  (Ef(x)? nh
Il suffit maintenant d’appliquer les résultats (2.46) et (2.47), pour arriver a

E7yw (z) ). (2.82)

A _ g(z) +o(1) 1
Ernw(z) = @) T o(1) + O(nh), (2.83)
ce qui s’écrit aussi
Eryw(z) — r(x). (2.84)

Il reste a traiter la variance. Notons que la décomposition (2.77) n’est basée que sur
le développement (2.71). Notons aussi que les preuves de (2.79) et (2.80) ne font pas
intervenir la dérivabilité de r ou de f, mais seulement leur continuité. Par conséquent
les résultats (2.77), (2.79) et (2.80) restent valables sous les hypotheses qui sont les
notres maintenant. Le seul calcul qu’il est néceessaire de refaire ici est celui de la
variance de §(x) puisque le résultat (2.78) n’est pas applicable en 'état (en effet nous
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ne disposons plus d’hypotheése de continuité sur la fonction ¢). Reprenons donc ce
calcul. On a

var(§(z)) = @ S var (Y,K(x _hX"))

=1

nh h h

n

1 1 - X 1 1 x—X1?
= — Bkt BY K= .
h h
Pour calculer la premiere de ces espérances on commence par borner Y, puis on
calcule l'intégrale correspondante par un changement de variable du type z = (z —

u)/h. La deuxieéme de ces espérances se calcule directement par ce méme changement
de variable. On arrive ainsi a :

var(g(e)) = —-0(1) ~ - (gla) + o(1))"
1
= 0(-). (2.85)
On déduit finalement de (2.77), (2.79), (2.80) et (2.85) que
var(fyw(z)) = 0, (2.86)

ce qui, avec (2.84), acheve la preuve de (2.81). O

2.4.2 FErreur quadratique moyenne intégrée

Nous allons maintenant donner des versions uniformes sur un compact des deux
théoremes précédents. Pour cela, nous allons nous intéresser aux erreurs quadra-
tiques moyennes intégrées, souvent notées dans la littérature EQM I (ou bien MISFE)
et définies par :

EQMI(tyw) =FE (/[fNW(a:) - r(a:)]Qw(x)dx> : (2.87)
La fonction w est une fonction de poids vérifiant :

w est positive, bornée et a support compact S. (2.88)

Cette fonction est fixée a priori, et sera souvent dans la pratique prise égale a une
indicatrice sur un intervalle borné de R, ou bien egale a un produit d’une telle
indicatrice par la densité f de X. Nous aurons aussi besoin d’une version uniforme
de la condition (2.64), a savoir que

d(u) = E(Y? X = u) est continue autour de S. (2.89)
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Théoreme 2.4.3 Erreur quadratique moyenne intégrée sous condition de
dérivabilité. Considérons le modéle (2.28) avec k = 2 et supposons que les condi-
tions (2.29), (2.63), (2.65), (2.88) et (2.89) sont réalisées. On a

V 1
~ _ nR234 4
EQMI(tnw) = B*h™ + _nh +o(h* + _nh)’ (2.90)

B* = /Bz(x)w(a:)da: etV = /V(:):)w(x)dx, (2.91)
B(z) et V(x) étant définis par (2.67) et (2.68).

Preuve du Théoreme 2.4.3 - Il suffit de reprendre ligne a ligne les calculs ef-
fectués pour prouver le Théoreme 2.4.1, en constatant que toutes les approxima-
tions faites sont basées sur des propriétés de continuité de f, r, ¢, f” ou r”. Comme
toutes ces fonctions sont supposées continues sur S qui est compact, elles sont donc
uniformément continues sur S, et par conséquent les termes en o(h*) et o(1/(nh))
intervenant dans les résultats (2.69) et (2.70) sont uniformes en z € S. 1l suffit donc
d’intégrer les formules (2.69) et (2.70) pour obtenir (2.90). O

Pour terminer, nous allons donner un résultat analogue sous le modele plus
général k = 0, mais cela se fera au détriment de l'obtention des vitesses de conver-
gence.

Théoreme 2.4.4 Erreur quadratique moyenne intégrée sous condition de
continuité. Considérons le modeéle (2.28) avec k = 0 et supposons que les conditions
(2.29), (2.63), (2.65) et (2.88) soient réalisées. On a

Preuve du Théoréme 2.4.4 - 1l suffit de reprendre ligne a ligne la preuve du
Théoreme (2.4.2) en s’assurant, en utilisant les mémes arguments de continuité uni-
forme sur S que ceux évoqués pour prouver le Théoreme 2.4.3, que les convergences
dans (2.84) et (2.86) sont uniformes en x € S.0J

2.5 Choix du parametre de lissage

2.5.1 Optimisation des vitesses de convergence

Par construction, les estimateurs a noyau 7yy dépendent de deux parametres :
le noyau K et la largeur de fenétre h. Dans la pratique, on aura besoin de décider
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quels choix effectuer pour ces deux parametres. Au vu des résultats asymptotiques
des deux paragraphes précédents, il est clair que le parametre h, en controlant la
régularité de la fonction estimée, jouera un role essentiel. Nous nous en tiendrons
ici a quelques idées générales concernant I'influence de ce parametre de lissage h et
a la présentation rapide de quelques méthodes permettant de le choisir de maniere
automatique. Le lecteur désireux d’approfondir ces deux terrains (choix de h et de
K) pourra se reporter au Paragraphe 2.6 qui permettra de remonter a la littérature
essentielle dans le domaine.

Tous les résultats de convergence pour lesquels nous avons été en mesure de
spécifier les vitesses de convergence, c’est a dire les Théoremes 2.3.1, 2.3.2, 2.4.1
et 2.4.3, mettent en évidence le role du parametre de lissage h. En regardant par
exemple le résultat et la preuve du Théoreme 2.4.3, on constate que le terme de
biais est le terme en h*, tandis que le terme de variance est en 1/(nh). L'un est pro-
portionnel a h tandis que 'autre est inversement proportionnel a hA. Notons ici que
I'existence d’un biais n’est pas liée a la méthode d’estimation par noyau, mais que
c’est une chose inhérente au modele non-paramétrique lui-méme (nous renvoyons a
Collomb (1976) ou Sarda et Vieu (2000) pour une propriété d’inexistence d’estima-
teur non biaisé de la régression dans des contextes non-paramétriques).

Ainsi, une grande valeur de h se traduit par un estimateur fortement biaisé et
alors qu’une trop petite valeur de h entraine un estimateur a forte variabilité. Com-
ment faut-il donc choisr h?

D’un point de vue théorique il est facile de répondre a cette question. Concentrons
nous par exemple sur le Théoreme 2.4.3, et plus particulierement sur son résultat :

V 1
L 5 274 4
QMI(ryw) = B*h" + o +o(h” + nh)' (2.93)

Il est aisé de minimiser (en h) les termes dominants de ce développement asympto-
tique, puisque il s’agit d’une fonction convexe en h. Le minimum est atteint pour la
valeur optimale /1,y :

Vo
hopt - (W) . (294)

Le méme type de raisonnement peut se faire a partir du résultat du Théoreme 2.4.3,
et on arrive immédiatement aux deux corollaires suivants.

Corollaire 2.5.1 Convergence optimale en moyenne quadratique ponc-
tuelle. Considérons le modéle (2.5) avec k = 2 et supposons que les conditions
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(2.6), (2.10), (2.64) et (2.65) soient réalisées. Supposons en outre que la fenétre h
soit de la forme : .
h=Cn"5,0<C < 0. (2.95)

Alors on a

Elfnw(z) —r(z)]? = O(n75). (2.96)

Corollaire 2.5.2 Erreur quadratique moyenne intégrée optimale. Considérons
le modéle (2.28) avec k = 2 et supposons que les conditions (2.29), (2.65), (2.88),
(2.89) et (2.95) soient réalisées. On a

4

EQMI(fxw) = O(n"5). (2.97)

Le méme type d’argument peut étre développé a partir des résultats de conver-
gence presque complete donnés dans les Théoremes 2.3.1 et 2.3.2. Il s’agit maintenant
de minimiser en h des expressions du type

logn)
nh

et naturellement la nouvelle hypothese sur i pour atteindre asymptotiquement le
minimum devient

O(h*) + O( (2.98)

n O\ A

h:C(—) ,0<C < o0 (2.99)
logn

On obtient alors directement les deux résultats suivants comme conséquences di-

rectes des Théoremes 2.3.1 et 2.3.2.

Corollaire 2.5.3 Convergence presque complete ponctuelle optimale. Considérons
le modéle (2.5) avec k > 0 et supposons que les conditions (2.6), (2.8), (2.9), (2.10)
et (2.99) soient réalisées. On a

n

Pnw(z) —r(z) = 0 ((—)—zk’il) . p.co. (2.100)

logn

Corollaire 2.5.4 Convergence presque complete uniforme optimale. Considérons
le modéle (2.28) avec k > 0 et supposons que les conditions (2.8), (2.9), (2.29),
(2.30) et (2.99) soient réalisées. On a

~ n __k_
supges|tyw(z) —r(z)] = O ((@) 2kk+1) , P.Co. (2.101)
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Ces résultats sont particulierement intéressants d’un point de vue théorique,
puisque l'on sait d’aprés des résultats généraux de Stone (1981) et (1982) que la
vitesse optimale de convergence pour un modele (2.28) est :

n_ﬁ, en norme L,, p < 00, (2.102)
et
(L)_ﬁ en norme L (2.103)
logn ' o '

On a donc I’évidence de ce que les estimateurs a noyau, tout en restant d’une concep-
tion initiale relativement simple, atteignent moyennant un bon choix du parametre
de lissage les vitesses de convergence optimales pour des modeles non-paramétriques
généraux. Nous renvoyons aussi a Konakov et Piterbarg (1984), Hall (1989b) ou
Golubev et Nussbaum (1990) pour des visions un peu différentes de ces questions
d’optimalité de vitesses de convergence.

2.5.2 Sur le choix automatique de fenétre

Toutefois, ces résultats ne sont pas directement utilisables dans la pratique. Il
existe des méthodes automatiques de sélection de ce parametre, mais les décrire
ici en détail nous entrainerait trop loin des objectifs initiaux de cet ouvrage. Nous
souhaitons simplement décrire une de ces méthodes de choix de fenétre. Pour bien
insister sur le role de h nous adopterons pour la mesure d’erreur une notation qui
fait apparaitre explicitement ce parametre :

EQMI(fnw) = EQMI(h).

La méthode que nous allons présenter est une des plus populaires tant sur le plan
pratique que du point de vue des résultats asymptotiques dont on dispose a son
sujet, et elle s’inspire des idées de validation croisée pour sélection de modeles. Elle
consiste a choisir comme largeur de fenétre

hCV = argminheHCV(h), (2104)

CV(h) =Y [V; — ryip (Xo)Pw(X;). (2.105)

i=1
Dans ces définitions, H est un ensemble de valeurs poossibles pour h et r;,iW est
I'estimateur a noyau construit a partir de I’échantillon privé de 'observation (X;, Y;) :

z—X;
_ 2 iE ()
3 e K5

(2.106)
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Nous admettrons le résultat suivant, qui a été démontré par Hérdle et Marron (1985),
et qui donne l'optimalité asymptotique de cette largeur de fenétre en termes d’er-
reurs quadratiques. Notons aussi le papier précurseur de Rice (1984) sur ce theme.

Théoreme 2.5.1 Validation Croisée : optimalité asymptotique. Sous les hy-
potheses du Théoréeme 2.4.3, et st H ne contient que des largeurs de fenétres vérifiant
(2.95), alors on la propriété suivante

infheHEQMI(h)
EQMI(hcy)

—1,p.s. (2.107)

2.6 Compléments bibliographiques

2.6.1 Compléments sur les estimateurs a noyau de la régression

Comme nous l'exposions dans notre chapitre introductif, il était impossible de
prétendre a une quelconque exhaustivité dans la présentation des résultats en es-
timation non-paramétrique d'une fonction de régression réelle. Les résultats que
nous avons choisis d’énoncer dans les chapitres précédents avaient pour but essen-
tiel d’insister sur le modele non-paramétrique lui-méme plutot que sur la technique
d’estimation. Nous souhaitons maintenant donner au lecteur quelques références clés
afin de lui permettre de se forger une vue plus générale sur ce domaine.

Tout d’abord, pour ce qui concerne les estimateurs de type noyau que nous avons
étudiés ici, il existe une littérature abondante a laquelle Gérard Collomb apporta
une contribution déterminante comme en témoigne la compilation de ses travaux
dans Collomb (1983) (voir aussi Révész, 1977, pour d’autres résultats précurseurs
en ce domaine). Nous nous en sommes tenus dans cet ouvrage a des résultats de
convergence en norme L? ou L*. Nous renvoyons a Ioannides (1992) pour d’autres
types de résultats en norme L?, et & Wand (1990) pour des résultats et des références
récents a propos de résultats en norme L'. Nous renvoyons aussi & Mammen (1991a)
et (1991b) pour des résultats analogues a ceux présentés ici mais sous des modeles
de régularité un peu différents pour la fonction de régression a estimer.

De maniere générale, la littérature récente sur les estimateurs a noyau concerne
tant 1’établissement de résultats théoriques plus fins que ceux que nous avons ex-
posés ici que la diversité d’applications concretes qu’ils peuvent susciter. Pour les
aspects théoriques le lecteur trouvera de bons compléments et un large éventail de
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réfrences dans Bosq et Lecoutre (1987) et dans Schimek (2000), les manuscrits de
Hérdle (1990) et de Bowman et Azzalini (1997) étant plus utiles concernant les as-
pects appliqués des techniques de noyau, tandis que le livre de Héardle (1991) est
consacré aux problemes d’implémentation de ces techniques d’estimation. Citons fi-
nalement les travaux de Collomb (1981) et (1985), Vieu (1994b) et le Chapitre 1 de
Sarda (2000) pour leur aspect purement bibliographique.

Pour ce qui concerne les questions de choix de parametre de lissage qui ont été
rapidement abordées ici, le lecteur pourra se reporter aux revues bibliographiques
de Marron (1988) (qui bien que concernant les questions d’estimation de densité
peut s’avérer intéressante en estimation de régression), de Vieu (1993) ou Herrmann
(2000). Notons qu’a ce sujet, les principales alternatives aux techniques de valida-
tion croisée présentées au Paragraphe 2.5.2 qui précede sont celles basées sur les
techniques de rééchantillonnage (Cf. eg. Cao-Abad, 1991) ou celles basées sur les
techniques d’injection (Cf. eg. Herrmann, 1997). Pour ce qui concerne les techniques
de rééchantillonnage, signalons les travaux de Léger et Altman (1990) et Mammen
(1992) pour une présentation de ces méthodes dans un contexte dépassant largement
celui du simple choix de parametre de lissage. Citons finalement la technique moins
connue basée sur les quantiles de régression et qui a été introduite par Kozek et
Schuster (1990). Loader (1999) propose une étude comparative entre plusieurs de
ces méthodes de choix de parametre de lissage. Concernant les travaux en matiere
de choix de noyau que nous n’avons pas pu aborder dans cet ouvrage (voir cepen-
dant I’Exercice 2.8), nous renvoyons a l'article initial de Gasser et Miiller (1979)
qui permet de bien situer les problemes, a celui de Berlinet (1993) qui propose une
méthode automatique de choix de noyau ainsi qu’a celui de Vieu (1999) pour des
résultats et références récents.

Il faut aussi noter que les estimateurs (2.4) peuvent parfois étre étudiés et/ou
modifiés lorsque I'objectif n’est pas d’estimer r mais plutot certains aspects de r.
Pour chacun de ces problemes nous nous limitons a renvoyer aux références les plus
récentes. Tout d’abord mentionnons la possibilité d’estimer les dérivées de la fonction
r au moyen de techniques par noyau comme cela est expose par exemple dans Gasser
et Miiller (1979), Georgiev (1984) ou Mack et Miiller (1989a) et (1989b) (voir aussi
Vieu (1999) pour un éventail de références récentes a ce sujet). Nous renvoyons a
Boularan et al. (1995) pour la présentation d’une modification des estimateurs (2.4)
au probleme de I'estimation des dérivées de r, et pour leur utilisation a ’estimation
d’un point particulier de la courbe de r (extremum, point d’inflexion, ...). Nous ren-
voyons a Gasser et Miiller (1979) pour une modification des estimateurs & noyau (a
I'aide de pondération K non nécessairement symétriques) qui s’avere intéressante
pour estimer les valeurs de r(z) quand z est proche des bornes du support de X.
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Cette idée de noyau dissymétrique a récement été reprise par Wu et Chu (1993) pour
estimer d’éventuelles discontinuités dans la courbe de r, permettant ainsi une utili-
sation des estimateurs de type (2.4) a des modeles plus généraux que ceux qui sont
modélisés ici par (2.1), méme avec k = 0. Notons a ce propos que, bien que portant
essentiellement sur les questions d’estimation de densité, les travaux de Liebscher
(1990) (liés aux idées de quasi-régularité introduites par Woodroofe, 1970) sont une
contribution intéressante a la connaissance du comportement d’estimateurs non pa-
ramétriques en situation discontinue. Le travail récent de Couallier (1999) fait le
point de la littérature et présente des résultats nouveaux en matiere d’estimation
non-paramétrique de cassures.

Pour conclure ce paragraphe, mentionnons que les estimateurs (2.4) peuvent par-
fois etre utilisés en présence de régressions simultanées, comme par exemple dans le
cadre de données longitudinales (Cf. eg. Hart et Wherly (1986) et (1993), Boularan
et al., 1994 et Kneip, 1995).

2.6.2 Utilisation des estimateurs a noyau au choix de sous-
modele

Il nous semble utile de mentionner a ce stade que les estimateurs non-paramétriques,
et en particulier les estimateurs a noyau que nous avons étudiés ici, peuvent servir
d’outil afin de valider certaines formes paramétriques pour la fonction de régression
r, ou plus généralement certains sous modeles (paramétriques ou non) du modele
non-paramétrique général.

Les premiers travaux en ce sens eurent essentiellement pour objet de chercher
a utiliser les estimateurs non paramétriques pour construire, sous un modele pa-
ramétrique (linéaire le plus souvent) de nouveaux estimateurs paramétriques. Des
travaux précurseurs en ce domaine sont ceux de Faraldo Roca et Gonzalez Man-
teiga (1987), Cristobal et al. (1987) et Gonzélez Manteiga (1988), tandis que les
références les plus récentes incluent celles de Kozek (1990) et (1991), Firth et al.
(1991), Gonzélez Manteiga et Cao Abad (1993) et Gonzalez Manteiga et Vilar
Fernandez (1995). Un probleme voisin, lui aussi relativement souvent étudié ces
dernieres années, est celui de la validation d’un modele paramétrique au moyen
d’estimateurs non-paramétriques. Dans ce domaine nous nous limitons a mentionner
quelques références clés comme les travaux de Hidalgo (1992), Héardle et Mammen
(1993), Lee (1994), Kuchibhata et Hart (1996), Zheng (1996) et Fan et Li (1996),
qui devraient permettre au lecteur de se faire une idée de la variété de situatuions
dans lesquelles ce type de probléeme peut se poser.
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2.6.3 Autres problemes fonctionnels traitables par les tech-
niques de noyau

Nous allons ouvrir maintenant une parenthese assez rapide pour signaler que ces
techniques de noyau s’adaptent trés facilement a beaucoup de probleme d’estimation
fonctionnelle autres que l'estimation de régression. Nous avons vu tout au long
des chapitres précédents, que I'on pouvait estimer la densité marginale de X par

I'estimateur

flo) = =3 K

dont quelques propriétés asymptotiques seront vues au travers des Exercices 2.1,
2.2, 2.5 et 2.6. Concernant ce probleme, la littérature est tres abondante, et nous
nous contenterons de signaler les monographies de Devroye (1987), Izenman (1991),
Scott (1992), Silverman (1986), Wand et Jones (1995) et Louani (2000).

(2.108)

Ces estimateurs de densité peuvent amener naturellement des estimateurs de la
fonction de répartition F' de la variable X définis par

F(z) = /_x f(t)dt. (2.109)

Nous renvoyons a Shirata et Chu (1992) pour des propriétés de ces estimateurs, ainsi
qu’a Lejeune et Sarda (1992) pour un estimateur voisin de (2.109).

En combinant les deux estimateurs (2.108) et (2.109), on peut construire direc-
tement un estimateur de la fonction de hasard A = f/(1 — F') de la variable X :

con o i K
Mz) = <"F= X
Zi:l fx K( h )dt
Un des premiers articles sur ces estimateurs fit celui de Rice et Rosenblat (1976).

Nous renvoyons Youndjé et al. (1996) pour des propriétés récentes de ces estima-
teurs, et a Hassani et al. (1986) pour une large revue bibliographique sur ce theme.

. (2.110)

Mentionnons aussi que ces techniques de type noyau sont aussi utilisables pour
estimer la densité conditionelle fy|x de Y sachant X. A ce titre I'estimateur

oz i K5 K ()

fY|X:ac<y) = n_lh 2?21 K($71X1> )

(2.111)

est étudié par Youndjé (1993).
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Pour terminer, mentionnons que les techniques de noyau peuvent aussi étre uti-
lisés en estimation de densité spectrale (Cf. Rachdi, 1998a), en estimation d’intensité
de processus ponctuel (Cf. eg. Ramlau-Hansen, 1983, Diggle, 1985, Diggle et Marron,
1988, Leskow, 1989, Dia, 1990, Brooks et Marron, 1990, Grégoire, 1993 ou Moncaup
et al., 1995), en estimation de quantiles conditionnels (Lejeune et Sarda, 1988, Sa-
manta, 1989, Berlinet et al., 1998) ou bien dans des modeles de diffusion (Cf. eg.
Spokoiny, 2000) pour estimer le coefficient dérive ou celui de diffusion.

2.6.4 Alternatives aux méthodes de noyau en estimation de
régression

Comme nous 'avons établi au Paragraphe 2.5, les estimateurs a noyau de type
Nadaraya-Watson tels que définis par (2.4) sont optimaux en termes de vitesses de
convergence pour des modeles de type (2.1), au sens de Stone (Cf. (2.102) et (2.103)).
Cela signifie bien str que ces estimateurs sont bien adaptés a des modeles de type
(2.1), mais cela n’exclue pas le fait que d’autres estimateurs peuvent aussi vérifier de
telles propriétés d’optimalité et par la méme étre des concurrents potentiels pour ces
estimateurs de Nadaraya-Watson. Nous allons nous limiter aux trois méthodes les
plus communément reconnues (spline, polynomes locaux, ondelettes), et pour cha-
cune d’entre elle & quelques références essentielles. Nous renvoyant a Collomb (1981)
et (1985) ou pour une vision plus compléte des choses. Concernant les relations liant
ces diverses techniques d’estimation non-paramétrique nous renvoyons a l'article de
Jennen-Steinmetz et Gasser (1988) et aux références qui y sont mentionnées.

Mentionnons tout d’abord que d’autres versions d’estimateurs a noyau existent
dans la littérature, certaines étant adaptées au cas ou la variable explicative X est
certaine. Nous renvoyons a Chu et Marron (1991b) ou Jones et al (1994) pour une
présentation de ces versions d’estimateurs a noyau de régression, en mentionnant
qu'une des versions les plus connues est I'estimateur par polynomes locaux initiale-
ment étudié dans le long article de Lejeune (1985) et qui n’a été curieusement rendu
populaire que beaucoup plus tard par 'article de Fan (1993) et auquel Fan et Gijbels
(1996) ont consacré un ouvrage général (voir aussi Fan et Gijbels (2000), Doksum et
al. (2000) et Wu (2000) pour des références plus récentes). Les techniques de lissage
par spline sont aussi des méthodes populaires alternatives aux techniques de noyau
en estimation non-paramétrique de régression. Le récent travail de Eubank (2000)
propose a la fois une bonne introduction a ces méthodes de lissage et un éventail de
la bibliographie la plus récente sur le theme. Comme pour les estimateurs a noyau,
les méthodes spilne font intervenir un parametre de lissage de maniere déterminante
(voir a ce sujet le récent travail général de van der Linde, 2000). Enfin, les méthodes
d’ondelettes peuvent aussi étre des alternatives aux techniques de noyau (Cf. An-
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toniadis et al. (1994), Antoniadis (1997) et Nason et Silverman (2000) pour des
descriptifs généraux de ces techniques). Finalement, mentionnons les estimateurs
de type d-suite qui constituent une classe générale d’estimateurs non-paramétriques
(classe qui inclue entre autres les estimateurs a noyau) et dont les études les plus
récentes sont celles de Marron et Hérdle (1986) et Vidal (1999). Des versions ro-
bustes d’estimateurs non-paramétriques, basées sur les techniques de M-estimation,
ont été étudiées par Boente et Fraiman (1989a), Hall et Jones (1990) et Fan et al.
(1994).

2.7 Exercices

Sauf mention explicite du contraire, les définitions et notations utilisées dans les
énoncés de ces exercices sont identiques a celles utilisées dans tout le chapitre.

Exercice 2.1 Cet exercice a pour but d’établir des propriétés de convergence presque
compléete ponctuelle pour ’estimateur

fo) = SRS,

de la densité f de X au point x.

1. Dans cette question on se place sous les hypotheses du Théoréeme 2.5.1.
a. En s’inspirant de ce qui a été fait pour prouver (2.14), montrer que l’estimateur
de la densité vérifie

. ) (o
Ef(x) —/RK(t)dtf(x) = (—l)khk/sz(z)dzf k'( ) + o(h*). (2.112)

b. En s’sinspirant de la preuve de (2.26) montrer qu’il existe une constante finie C
telle que pour €y suffisament petit on ait :

P

nh

Bf@) - f@)] > e “’9”] < 20704, (2.113)

En déduire une propriété de convergence presque complete vers 0, avec vitesse, de

Ef(x) - f(x).

2. En utilisant la question précédente, construire un ensemble d’hypothéses per-
mettant de montrer que l'estimateur a noyau de la densité f(x) converge presque
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k
” T 2k+1
surement vers f en <ln ) .
ogn

3. Dans cette question on se place sous les hypothéses du Théoréme 2.5.3, mais en
allégeant la condition (2.8) en la remplagant par

K est borné, absolument intégrable et vérifie limyy—oo|tK(t)] =0 (2.114)

Pour a > 0, on pose

- / WK (/B (@ — y) — f(2))dy,
ly|<o

11 = f(2) /| Ky /Ry

- | K/ = )y

a. Montrer, en s’sinspirant des calculs effectués lors de la preuve du Théoréeme 2.3.3,
que
Va > 0, Ve > 0, Ing, Vn > ng, |1]| <e.

b. Montrer, en utilisant la propriété d’intégrabilité de K, que
Va >0, Ve >0, Ing, Vn > ny, [I1]| <e.
c. Montrer, en utilisant la propriété (2.114), que
Va > 0, Ve > 0, Ing, Vn > no, |I11] <e.

d. En déduire que f(x) est un estimateur asymptotiquement non biaisé de f(x).

e. Montrer que sous les hypotheses de cette question, le résultat du Théoreme 2.3.3
reste vrai.

Exercice 2.2 Cet exercice a pour but d’établir des propriétés de convergence presque
compléte uniforme pour Uestimateur f de la densité déja étudié dans I’Fxercice 2.1.

a. En reprenant point par point la démarche de la question 1 de [’Ezercice 2.1, et en
s’inspirant des calculs effectués lors de la preuve du Théoreme 2.3.2, établir sous les
conditions du Théoreme 2.3.2 une propriété de convergence uniforme sur un com-
pact (en précisant les vitesses de convergence) pour l'estimateur a noyau f de la
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densité f.

b. En déduire un ensemble d’hypotheses permettant de montrer que les vitesses de

k
. P . . n \ 2k+1
convergence évoquées a la question a) peuvent atteindre Tocn .
ogn

c. Montrer que le résultat du Théoréme 2.5.J reste vrai en remplacant (2.8) par
(2.114). (Indication : s’inspirer de la démarche suivie au cours de la question 3 de
I’Ezxercice 2.1).

Exercice 2.3 a. Soit Ay, ..., A,,... une suite de v.a.r. qui converge presque compléetement
vers une v.a.r. A, en ce sens que pour tout € >0 on a

> PlA; - Al > € < .
=1

Montrer qu’il y a aussi convergence presque sure de Ay, ..., A,, ... vers A.

b. Soit U,, une suite (certaine) de réels strictement positifs. Montrer que si A, =
O(U,) presque completement, en ce sens qu’il existe € > 0 vérifiant

D P[IA] > €U, < o0,
i=1

alors on a aussi que A,, = O(U,,) presque sturement.

Exercice 2.4 Soit K un noyau positif ou nul. Montrer que des que k > 2, [’es-
timateur Tyw associé a ce noyau ne peut pas atteindre les vitesses de convergence

__k
optimale en ( L ) e

logn

Exercice 2.5 L’objectif de l’exercice est de démontrer les Théoremes 2.3.5 et 2.3.6.

1. On suppose dans cette question que les hypothéses du Théoréme 2.61 sont rem-
plies. On justifiera tout d’abord le fait qu’on peut toujours supposer que le noyau K
est dintégrale 1.

a. Montrer que le biais de [’estimateur de densité se met sous la forme :

~

Ef(z) = f(x) = O(h”).
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b. Donner le méme type de résultat pour Eg(x).
c. Justifier (aucun calcul n'est nécessaire dans cette question) que l'on a

A logn

A l
Bf(@) = f(x) = O(/ =55), p-co. et Eylw) = jlx) = O/ 252, p-co.
d. Conclure.
2. Démontrer le Théoreme 2.3.6 en reprenant la démarche de la question précédente.

Exercice 2.6 a. En se placant sous les conditions du Théoreme 2.4.1 mais avec
k > 0 quelconque, montrer que la variance de [’estimateur de densité s’écrit :

var(f(z)) = %f(x)/KQ(t)dt + 0(%). (2.115)

b. En déduire une expression asymptotique de ’erreur quadratique de cet estimateur

E[f(x) — f ().

Exercice 2.7 Enoncer et démontrer un résultat du type de celui du Théoreme 2.4.3,
mais pour l’estimateur de la densité f et sous le modeéle général :

f est k fois continiment dérivable autour d’un compact S, k > 0.

Exercice 2.8 1. Montrer qu’il n’existe qu’un seul noyau d’ordre 2 qui soit continu
sur R, qui s’écrive sous la forme

Py étant un polynome de degré < 2, et qui soit unitaire en ce sens que

AK@ﬁ:L

Ce noyau sera noté K.
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2. Montrer qu’il n’existe qu’un seul noyau d’ordre 2 unitaire qui soit continu sur R
et qui s’écrive sous la forme

K(t) = T4 ) Pr(t) + Lo () Pr(-1),

Py étant un polynome de degré < 1. Ce noyau sera noté K.

3. En s’inspirant du Corollaire 2.5.2, et en particulier en précisant la constante
intervenant dans le résultat (2.97), expliquer pourquoi sous un modéle de type (2.5),
la minimisation de la quantité

Jexoa] ]

peut étre envisagée comme solution raisonnable au probleme du choix du noyau K.
4. Montrer qu’au sens de ce critere Ko est meilleur que K.
NB.. Le noyau Ky est appelé noyau d’Epanechnikov, et ses proprités d’optimalité

ont été établies dans des cadres plus généraux que celui de cet exercice (Cf. eg. Gas-
ser et Miiller, 1979).



Chapitre 3

Prévision de Séries Temporelles

3.1 Introduction

3.1.1 Présentation du probleme

Une des applications des méthodes présentées au Chapitre 2 réside en la possi-
bilité d’adaptation quasi-immédiate a ’étude et a la prévision de séries temporelles.
Considérons une série temporelle {(Z;),7 = 1,... Z}, ou chaque Z; est une variable
aléatoire réelle. Le probleme de la prévision de valeurs futures Z,. (s € N*) de ce
processus, peut s’aborder au travers de 'estimation de la fonction d’autorégression :

Rk<t1, ce ,tk) = E(ZH_S‘ZZ =t1,..., iyl = tk), k € N*, t; € R. (31)

Dans ce Chapitre, nous nous en tiendrons a I’estimation de la fonction d’autorégression
d’ordre 1, que nous noterons plus simplement

tandis que le cadre général sera évoqué au Chapitre 4. L’hypothese sous-jacente a

tout ce chapitre est bien entendu l'existence d'une telle fonction R, indépendante
de 7, hypothese satisfaite en particulier dés que le processus est stationnaire.

Une facon d’aborder les choses consiste a remarquer qu’en posant
}/i = Zi+1 et X, = Z,‘, (33)

47
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on se trouve en fait en face d’un probleme d’estimation de la fonction de régression
d’une variable réelle Y sur une variable réelle X, puisque ’on a de maniere évidente
que
R(t) = E(Y;|X; =1), t € R.

Il est donc naturel de chercher a utiliser les méthodes de régression étudiées au
Chapitre 2. Dans cette démarche, la seule difficulté consiste donc a adapter les
techniques précédentes au cadre de I'estimation d’une fonction de régression a partir
d’échantillon non indépendant. Nous supposerons que tous les couples (X;,Y;) définis
par (3.3) sont identiquement distribués, chacun ayant méme loi qu'un couple (X, Y).

3.1.2 Le cadre non-paramétrique

Pour reprendre les notations du Chapitre 2, on notera f la densité marginale
de Z, densité supposée exister. Le cadre sous lequel nous envisageons ce probleme
d’estimation est de nature non-paramétrique, en ce sens que la Définition 1.2.1 est
vérifiée pour le couple (X,Y) défini ci-dessus. Plus précisément notre modele ne
fera que des hypotheses de régularité sur les fonctions R et f. Lorsque nous nous
intéressons a l’estimation de R en un point z fixé de R tel que

f(z) >0, (3.4)
notre hypothese non-paramétrique consistera a supposer que pour k£ € N on a que
R et f sont k fois continiment dérivables autour de x. (3.5)

Lorsque nous nous intéresserons a une estimation globale de R sur un compact S
tel qu’il existe # > 0 pour lequel

infresf(t) >8>0, (3.6)
notre hypothese non-paramétrique consistera a supposer que pour k£ € N on a que

R et f soint k fois contintiment dérivables autour de S. (3.7)

3.1.3 Le prédicteur a noyau

Le fait que 'estimation de la fonction d’autorégression R puisse étre vu comme
un probleme de régression particulier (Cf. (3.3)), et le fait que les estimateurs de
Nadaraya-Watson définis en (2.4) combinent leurs bonnes propriétés mathématiques
avec leurs facilités d’utilisation (Cf. Chapitre 2), nous amenent naturellement a
proposer comme estimateur de la fonction R le prédicteur a noyau :

R(z) = Sy Zips K (552)
Sl K (52

, Vz e R (3.8)
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L’introduction de ces prédicteurs remonte a Collomb (1984), et dans cette définition
les parametres h et K sont définis comme dans le cadre usuel de régression, c’est
a dire que K est une fonction de pondération (non nécessairement positive) et que
h = h(n) est un réel strictement positif.

3.1.4 Présentation du Chapitre 3

Ce chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord nous nous éloignerons un peu
du probleme initial de séries temporelles, en ce sens que nous nous consacrerons lors
du Paragraphe 3.2 au probleme général de I'estimation d’une fonction de régression
d’une variable réelle Y sur une variable réelle X

r(z) = EY|X =1z), x € R, (3.9)

que nous aborderons, contrairement au Chapitre 2, a partir d’'un échantillon de
couples {(X;,Y;), i = 1,...,n} non nécessairement indépendants. En particulier
nous définirons dans ce Paragraphe 3.2, une structure de dépendance sous laquelle
nous travaillerons ultérieurement, et nous rappelerons quelques outils probabilistes
disponibles dans ce cadre et qui joueront un role essentiel par la suite.

Le Paragraphe 3.3 établira des extensions au cadre dépendant des résultats de
convergence du Chapitre 2. Nous donnerons des propriétés de convergence presque
complete et de convergence en moyenne quadratique, ponctuelles sous un modele de
type (3.4), ou bien uniformes sous un modele de type (3.6). L’obtention des vitesses
de convergence sera liee a l'existence de dérivées continues (i.e. & une hypothese
k > 0 dans les modeles (3.5) ou (3.7)). Nous verrons en particulier que dans ce
cadre dépendant relativement général, nos estimateurs peuvent atteindre les mémes
vitesses de convergence que dans un cadre i.i.d., vitesses dont I'optimalité sous des
modeles de type (3.5) ou (3.7) a déja été discutée au Paragraphe 2.5 du Chapitre 2.

Par le biais de (3.3), nous reviendrons ensuite lors du Paragraphe 3.4 au probleme
initial de prévision de séries temporelles, et nous verrons comment les résultats
du Paragraphe 3.3 amenent directement des propriétés asymptotiques intéressantes
pour 'estimateur R de R.

La aussi il était impossible de prétendre a une quelconque exhaustivité de notre
propos, tant la littérature dans ce domaine est abondante. C’est la raison pour
laquelle nous consacrons le Paragraphe 3.5 a une présentation rapide de la biblio-
graphie récente dans ce domaine. Nous terminerons ce chapitre avec le Paragraphe
3.6 qui contient une série d’exercices qui ont pour but de se familiariser avec la
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manipulation des outils de dépendance en estimation fonctionnelle. Notons que cer-
tains de ces exercices consistent a démontrer des extensions des résultats que nous
présentons aux Paragraphes 3.3 et 3.4.

3.2 Le modele de dépendance

3.2.1 Le mélange fort

La maniere la plus habituelle qui est utilisée pour modéliser la dépendance dans
des problemes de prévision sous hypothese non-paramétrique est de supposer que
le processus vérifie une condition de mélange. La littérature fait état de nombreux
types de conditions de mélange. Ces conditions de mélange ont été tres souvent
étudiées ces dernieres années, tant d’un point de vue probabiliste que pour leurs
possibilités d’application en prévision non-paramétrique. D’ailleurs, 1’évolution des
résultats concernant le prédicteur a noyau (3.8) a suivi celle des outils probabilistes
disponibles en matiere de variables aléatoires mélangeantes. Notre objectif ici n’est
pas de proposer une vision exhaustive de toutes ces conditions de mélange et de tous
ces outils. A ce titre nous recommandons la lecture du livre de Doukhan (1994) pour
une discussion détaillée des diverses conditions de mélange existantes, ainsi que celui
de Rio (1999) pour une présentation des outils probabilistes les plus récents.

Pour ce qui nous concerne ici, nous nous en tiendrons a la notion de mélange
fort (ou a mélange) définie comme suit ; définition que nous allons donner dans un
cadre général (i.e. pour des variables non nécessairement réelles).

Définition 3.2.1 Soit {A;, i € Z} une famille de variables aléatoires d valeurs dans
un méme espace probabilisable (E,E). Pour tout couple (i,7) dans Z U {—o0, 400},
on note o la tribu engendrée par {Ag, i < k < j}. On appelle coefficients de
mélange fort, les réels

—0o0?

a(n) = suppeg acot _ peotosy |P(ANB) = P(A)P(B)]. (3.10)

Définition 3.2.2 On dit qu’une famille {A;, i € Z} de variables aléatoires a va-
leurs dans un méme espace probabilisable (E,E) est fortement mélangeante, ou -
meélangeante, si ['on a

limy, 0o a(n) = 0. (3.11)

Cette condition de mélange présente deux avantages. Tout d’abord, il s’agit de
la moins restrictive parmi les différentes conditions de mélange existant dans la
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littérature classique (Cf. eg Doukhan, 1994, Chapitre 1.1). Ensuite, les connais-
sances probabilistes sur ce type de dépendance sont suffisament poussées (Cf. Rio,
1999) pour nous permettre de mener a bien I’étude de prévision non paramétrique
qui est notre souci majeur ici.

La littérature fait en général état de deux types particuliers de mélange, selon la
nature de la convergence vers 0 des coefficients a(n).

Définition 3.2.3 On dit qu’une famille {A;, i € Z} de variables aléatoires a valeurs
dans un méme espace probabilisable (E,E) est algébriquement a-mélangeante, s’il
existe deux constantes ¢ € R*T et a € R*T telles que les coefficients de mélange
vérifient

aln) <en™ (3.12)

Définition 3.2.4 On dit qu’une famille {A;, i € Z} de variables aléatoires & valeurs
dans un méme espace probabilisable (E,E) est géométriquement c-mélangeante, s’il
eriste deur constantes s € R*" et t €]0,1] telles que les coefficients de mélange
vérifient

a(n) < st". (3.13)

De maniere évidente, la premiere ce ces deux notions de mélange est plus générale
que la seconde, puisque pour tout ¢ et tout a on a t" = o(n~?). La plupart de
nos résultats seront donnés sous la condition (3.2.3), plutot que sous la condition
générale (3.11), cela uniquement a fin de ne pas compliquer I’énoncé de nos théoremes
(et surtout de nos hypotheses) car cela comporterait le risque évident de masquer
les aspects essentiels que nous souhaitons mettre en évidence. L’extension de nos
résultats au cadre général (3.11) sera discutée, en lien avec la bibliographie existante,
au Paragraphe 3.5.

3.2.2 Une inégalité exponentielle

L’outil que nous allons utiliser de maniere déterminante dans les problemes de
convergence presque complete est I'inégalité exponentielle ci-dessous que 'on peut
rencontrer dans Rio (1999, p. 90) sous I'appelation inégalité de Fuk-Nagaev. Cette
inégalité est en fait une extension au cadre de variables fortement mélangeantes
de l'inégalité de Bernstein que 'on peut trouver sous diverses formes dans Hoeff-
ding (1963) (voir aussi le Lemme 2.3.1 pour une version simplifiée). En fait, le
développement des résultats en estimation non paramétrique de régression sous
dépendance s’est fait en paralléle avec celui de telles inégalités. Le premier résultat
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concernant le prédicteur (3.8) est celui de Collomb (1984) qui dans son travail avait
établi une premiere inégalité exponentielle pour processus mélangeant (voir aussi
Bosq, 1975 pour une premiere version de cette inégalité) mais dans un cadre plus
restrictif (i.e. le mélange uniforme ou ¢-mélange) que le notre. Ensuite, dans le
cadre a-mélangeant qui est le notre ici, le premier résultat disponible concernant
le prédicteur (3.8) fut donné dans Gyorfi et al. (1989) grace a l'utilisation d’une
inégalité exponentielle de Carbon (1983), mais les limites de 'inégalité de carbon ne
permettaient pas d’obtenir des vitesses de convergence optimale. Depuis, la puissance
de telles inégalités a été sérieusement améliorée (Cf. Bosq, 1993), jusqu’a l'inégalité
de Rio (1999). Le lecteur trouvera dans Rio (1999) mais aussi dans Bosq (1996)
plusieurs versions de cette inégalité, dont certaines sous des énoncés plus généraux
que ce qui va suivre. Cependant nous en tiendrons ici a cette version simplifiée qui
est largement suffisante dans notre contexte, et que 'on trouve sous cette forme
dans Rio (1999, p. 87, formule (6.19b)).

Lemme 3.2.1 Inégalité de type Fuk-Nagaev. Soit {A;, i € N} une famille de
variables aléatoires a valeurs dans R qui vérifient la condition de mélange fort (3.11)
avec des coefficients a décroissance algébrique tels que définis en (3.12). On pose

52 = i i lcov(A;, Aj)].

i=1 j=1

Si ||Aille < 00, Vi, alors on a pour tout € > 0 et pour tout r > 1 :

2 -5 o a+1
> de| < 4(1+—) + 2ner™! (—) : (3.14)

3.2.3 Une inégalité de covariance

L’utilisation de l'inégalité exponentielle précédente va nécessiter le calcul d’ex-
pression de type s2, et donc nécessiter 1'utilisation d’inégalités de covariance pour
variables mélangeantes. La littérature abonde en inégalités de ce type, et nous ren-
voyons a Bosq (1996, Chapitre 1) et Rio (1999, Chapitre 1) pour une présentation de
bon nombre d’entre elles. Pour ce qui nous concerne, nous fonderons nos preuves en
nous tenant a la plus récente et la plus performante d’entre elles, celle de Rio (1993),
dont le lecteur pourra aussi trouver une preuve dans Bosq (1996, Théoréme 1.1) ou
dans Rio (1999, Théoreme 1.1). Concretement, nous utiliserons la forme simplifiée
suivante de I'inégalité de Rio. On trouvera cette forme simplifiée dans Bosq (1996,
p. 19, formule (1.11)).
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Lemme 3.2.2 Inégalité de covariance. Soit {A;, i € N} une famille de variables
aléatoires a valeurs dans R qui vérifient la condition de mélange fort (3.11), et telle
que ||A]|oe < 00, Vi. On a pour touti # j :

|cov(Bi, Aj)] < 4l[Ai|oo|| A [sotii—j)- (3.15)

3.3 Regression sous mélange fort

3.3.1 Introduction

Dans ce Paragraphe 3.3 nous allons oublier temporairement le probleme de série
temporelle qui nous préoccupe pour nous placer dans le cadre général de ’estimation
d’une fonction de régression sous dépendance. Ainsi, nous reprendrons le formalisme
et les définitions qui étaient celles du Chapitre 2, a savoir que X et Y sont des va-
riables aléatoires réelles pour lesquelles on cherche a estimer la fonction de régression
r:

r(z) = B(Y|X = ),

a partir d'un échantillon {(X;,Y;), i = 1,...,n}. La principale différence viendra du

fait que nous ferons '’hypothese de mélangeance suivante sur les couples (X;,Y;) :
La suite {(X;,Y;), i =1,...,n)} est a-mélangeante, (3.16)

et nous supposerons que pour tout ¢ # j,

(X;, X;) admet une densité notée f;;. (3.17)

L’estimateur que nous étudierons est l'estimateur usuel de Nadaraya-Watson déja
étudié au Chapitre 2

LYK
S K ()

Ainsi, les résultats que nous allons présenter peuvent étre vus comme des exten-
sions au cadre mélangeant de ceux du Chapitre 2. Nous établissons maintenant des
propriétés de convergence presque complete et en moyenne quadratique, en don-
nant chaque fois sous deux modeles différents (modele de continuité et modeles de
dérivabilité) un résultat ponctuel et un résultat uniforme.

Faw () , Va. (3.18)
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3.3.2 Quelques résultats préliminaires

Pour étendre des résultats de convergence du cadre i.i.d. a un cadre de dépendance,
la difficulté se traduit le plus souvent par la nécessité d’avoir a inclure des termes de
type covariance dans les calculs habituels de variance. Vu la forme des estimateurs
que nous allons étudier ici (Cf. (3.18)), nous allons avoir a appliquer des inégalités
du type de celles présentées ci-dessus a des variables aléatoires de la forme :

A =YK - BY/K(

),l=00ul=1. (3.19)

C’est la raison pour laquelle nous avons décidé, en guise de préliminaire, de donner
un résultat général concernant la quantité

52 = ZZCOU(Ai,Aj). (3.20)

=1 ji
Les hypotheses que nous nécessiterons sont voisines de celles utilisées au Chapitre 2
dans le cadre i.i.d. Nous introduirons les conditions suivantes :

K est intégrable, borné et a support compact, (3.21)

Y] <M < o0, (3.22)

et nous aurons parfois besoin de la notion de noyau d’ordre k& dont nous rappelons
qu’elle s’écrit :

/ﬁKUMhﬂMWzlwwk—la0<|/ﬁK@ﬁ%<m. (3.23)

Bien que nous utilisions des hypotheses et des arguments différents, la démonstration
de la proposition suivante s’inspire des calculs de Bosq (1996, p. 43).

Proposition 3.3.1 Sous les conditions (3.4), (3.5), (3.16), (3.17), (3.21) et (3.22),
on a
s2 = o(nh) + O(n*a((hlogn)™)). (3.24)

Preuve de la Proposition 3.3.1. En utilisant tout d’abord que Y est bornée, puis
en utilisant une technique d’intégration par changement de variable, et en utilisant
finalement que K est borné, on a :

x—v

|[EA;, Al < C// .

< R // K (VK () (s (= bz, — hz) — f(a — he) f(a — ht))| dedt.

) (fij(u,v) = f(u) f(v))| dudv

K(——)K(
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On arrive finalement a
COU(Ai, AJ) = EAZA] = O(hQ) (325)

D’un autre coté, on peut aussi majorer cette covariance directement a partir de
I'inégalité du Lemme 3.2.2, pour arriver a

lcov(Ai, Aj)| < Cafli — j]). (3.26)

L’idée de la preuve consiste a introduire une suite u,, entiere, et d’utiliser tantot
la borne (3.25) quand i est proche de 7, tantot la borne (3.26) quand 7 et j sont
éloignés. On arrive ainsi a

s < UYL DL mEY Y alli-g)
{li—jl<un} {li—jl>un}
= O(h*nu, + n’a(uy,)). (3.27)

11 suffit alors de choisir u,, = 1/(hlogn) pour obtenir le résultat (3.24).00

Proposition 3.3.2 Si S est un compact tel que (5.6) et (3.7) soient vérifiées, et si
les conditions de la Proposition 3.3.1 sont vérifiées, alors on a

supgesss = o(nh) + O(n*a((hlogn)™)). (3.28)

Preuve de la Proposition 3.3.2. Il suffit de constater que les bornes obtenues en
(3.25) et (3.26) sont indépendantes de = dans S.0J

Pour simplifier nos exposés, nous nous limiterons au cadre algébrique. Ainsi, de
maniere évidente on a le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1 Supposons que les conditions de la Proposition 3.3.1 soient sa-
tisfaites et que les coefficients de mélange satisfont la condition algébrique (3.12).
Supposons en outre que les coefficients de mélange sont liés a la largeur de fenétre
par la relation

Je >0, h* = 0(n179). (3.29)

Alors on a
s2 = o(nh). (3.30)

n
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Preuve du Corollaire 3.3.1. En reprenant le résultat (3.24), on a sous '’hypothese
(3.12) :
s5 = o(nh) + O (n*(hlogn)®), (3.31)

n —

d’ou l'on tire le résultat voulu.d

De la méme maniere on obtient directement a partir de la Proposition 3.3.2 le
corollaire suivant.

Corollaire 3.3.2 Si S est un compact tel que (3.6) et (3.7) soient vérifiées, et si
les conditions du Corollaire 3.3.1 sont vérifiées, alors on a

supzess, = o(nh) + O (n*(hlogn)®) . (3.32)

Pour voir de maniere encore plus directe la nature de notre hypothese sur les
coefficients de mélange, nous allons donner un nouveau corollaire de ce résultat
lorsque la largeur de fenétre est de la forme

h = C(n~ 1) (logn)®, a € R, (3.33)

forme dont l'optimalité a été vue dans le cadre i.i.d. lors du Paragraphe 2.5 du
Chapitre 2, et qui sera confirmée dans le cadre dépendant dans ce chapitre (Cf.
Paragraphe 3.5).

Corollaire 3.3.3 Sous les conditions de la Proposition 3.3.1, pour les largeurs de
fenétre satisfaisant (3.33) et pour des coefficients de mélange qui satisfont la condi-
tion algébrique (3.12) avec

a>2k+ 2, (3.34)
on a

s2 = o(nh). (3.35)

n —

Preuve du Corollaire 3.3.3. Il est immédiat que (3.29) découle de (3.33) et
(3.34).0

Nous terminons avec une version uniforme de ce dernier résultat qui découle
directement du Corollaire 3.3.2.

Corollaire 3.3.4 Si S est un compact tel que (5.6) et (3.7) soient vérifiées, et si
les conditions du Corollaire 3.3.3 sont vérifiées, alors on a

supgesss = o(nh). (3.36)
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3.3.3 Convergence presque complete ponctuelle

Nous allons tout d’abord donner des propositions générales qui concernent 1'es-
timateur

de f, et I'estimateur

) = S Vi (CS ),

de g=rf. A partir de ces propositions générales nous obtiendrons quasi directement
les propriétés de convergence presque complete qui nous intéressent.

Proposition 3.3.3 Supposons que les conditions de la Proposition 3.3.1 soient
vérifiées. Supposons que la condition de décroissance algébrique (3.2.3) soit satisfaite
pour une valeur de a vérifiant avec la fenétre h les hypothéses suivantes

360 > 0, ey > 0, Jeg > 0, c2n(%+9) <h< cln(ﬁ_9>. (3.37)

Alors il existe v > 0 et € > 0 tel que 'on ait :

P ||Eg(x) — g(x)| > q/% =0 (n7'7"), (3.38)
et
P ‘Ef(:v) - f(@‘ > q/l;ﬂ —0(n). (3.39)

Preuve de la Proposition 3.3.3. Les deux résultats se démontrent de la méme
maniere, et nous ferons les deux preuves simultanément en posant

U(x) = f(z) ou g(z).
Notons tout d’abord que la deuxiéme partie de la condition (3.37) implique que
(3.29) est réalisée, et donc que (3.30) est vérifiée. Une application directe du Lemme
3.2.1 aux variables
z—X; z—X;
h

amene alors en utilisant (3.30), que pour € > 0 et pour 7 > 1 on a
DA
i=1

enh\ 2 8\ “™!
4(1 2ner [ — .
( * 16r) aner (nhe)

A, = VE(E—2 - BYK(

), l=0o0ul=1

> enh

P HEl/A)(ZL’) - 1[)(x)‘ > (—:] = P
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Ainsi on arrive a

. 5 logn logn\ "2
Ed(z) — ( oIl <y (1
B (@) - ()| > ¢/ nh] < (+ W)
—(a+1)

a+1
+ 2ner? <g> (nhlogn)™ 2

P

€

On choisit alors r de telle sorte que logn = o(r), et on arrive a

- - logn _ 2logn
’Ew(z)—w(:v)‘ >e,/%] < Ce %

+ Ce ety

P

a+1
1—7( > ) ah

_atl
r 2

On peut toujours choisir r sous la forme 7 = n®, b > 0, et on arrive alors &

o i l 52
P ’E¢(x)—¢(x)‘>e Ogn] < On =
nh
b Celarbptra=g et g 40

Grace a la premiere partie de la condition (3.37), on peut trouver un b suffisament
petit tel qu’il existe v > 0 pour lequel

A A logn 2 1y
P ‘Ez/;(x) - w(x)) >/ < CnTEaCn, (3.41)
d’out pour € suffisament grand on a
- - [
2 ‘Ew(x) - w(x)’ > e :Lgh" <Cn O (3.42)

Avant de poursuivre il est utile de donner quelques précisions sur la condition (3.37)
qui joue un role clé dans la démonstration précédente, et que nous avons volontaire-
ment gardé sous sa forme la plus générale afin de pouvoir en tirer le maximum dans
ce qui va suivre. La remarque suivante, dont la preuve est immeédiate, explicite deux
cas particuliers pour lesquels cette condition est vérifiée.

Remarque. i) Pour que la condition (3.37) soit vérifiée, il faut nécessairement que

a > w (3.43)
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ii) Dans le cas particulier ou k > 0 et ot la largeur de fenétre est de la forme

habituelle : X
[ 1
h=C ( 09”) , (3.44)
n
la condition (3.87) est vérifiée dés que
2
a > max{2k +2;3 + E} (3.45)

Grace a cette remarque nous allons pouvoir donner une version plus maniable de la
Proposition 3.3.3.

Corollaire 3.3.5 Supposons que les conditions de la Proposition 3.5.1 soient vérifiées
et que k > 0. Supposons que la condition de décroissance algébrique (3.12) soit satis-
faite pour une valeur de a vérifiant (3.45). Supposons enfin que la largeur de fenétre
soit celle définie en (3.44). Alors, il existe v > 0 tel que pour € suffisament grand,
(3.38) et (3.39) soient réalisés.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer les résultats essentiels de ce Pa-
ragraphe 3.3.3, a savoir la convergence presque complete de 'estimateur 7y . Nous
allons commencer par un résultat sous un modele de dérivabilité dans lequel nous
préciserons les vitesses de convergence. Nous donnerons ensuite un résultat plus
général en terme de modele, pusiqu’il s’agira d’'un modele de continuité, mais sans
précision sur les vitesses de convergence. Pour des raisons de simplicité d’écriture,
nous ne donnons nos résultats que pour des processus mélangeants a décroissance
albébrique.

Théoreme 3.3.1 Vitesse de convergence presque compléte ponctuelle sous
condition de dérivabilité. Considérons le modeéle de dérivabilité défini par (3.4)
et (3.5) avec k > 0 et supposons que les conditions (3.12), (3.16), (3.17), (3.21),
(3.22), (3.23), (3.44) et (3.45) soient réalisées. On a

ivw(z) —r(x) = O (( loZn) _+> , p.co. (3.46)
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Preuve du Théoreme 3.3.1. Il suffit de suivre le méme cheminement que pour
la démonstration du Théoreme 2.3.1 qui est 'analogue de celui-ci dans le cadre
i.i.d., en utilisant le Corollaire 3.3.5 qui précede pour traiter les termes affectés par
la dépendance. Plus précisément on voit que l'établissement des résultats (2.13),
(2.14) et (2.15) ne font pas intervenir la condition d’indépendance sur les couples
(X;,Y:). Ces résultats restent donc valables sous nos hypotheses. Quant aux résultats
(2.16) et (2.17), ils découlent immédiatement des résultats (3.38) et (3.39) que nous
venons d’établir lors du Corollaire 3.3.5. Il ne reste plus qu’a prouver (2.18), et cela
se fait exactement comme dans le cadre indépendant a partir de (2.15) et (3.39).
Finalement, on obtient a partir de (2.13)-(2.18) que

P () — () = O(hF) + O lzgh”), p.co., (3.47)

et il suffit alors d’utiliser I’hypothese (3.44) sur h pour conclure a (3.46).00

Théoreme 3.3.2 Convergence presque compléte ponctuelle sous condition
de continuité. Considérons le modéle de continuité défini par (3.4) et (3.5) avec
k =0 et supposons que les conditions (3.12), (3.16), (3.17), (3.21), (3.22) et (3.37)
soient réalisées. On a

|"nw () — r(x)| — 0, p.co. (3.48)

Preuve du Théoreme 3.3.2. Ici aussi il suffit de suivre le méme cheminement
que pour la démonstration du Théoreme 2.3.3 qui est I'analogue de celui-ci dans
le cadre i.i.d., mais en utilisant la Proposition 3.3.3 qui précede pour traiter les
termes affectés par la dépendance. Plus précisément on voit que les résultats (2.13),
(2.46) et (2.47) restent valables sous nos hypotheses. Quant aux résultats (2.48) et
(2.49), ils découlent immédiatement des résultats (3.38) et (3.39) que nous venons
d’établir lors de la Proposition 3.3.5. Il ne reste plus qu’a constater que (2.37) est
une conséquence immédiate de (2.47) et (3.39). Finalement, on obtient le résultat
recherché (3.48) a partir de (2.13) et de (2.46)-(2.50).0

Remarque. Comme explicité en (3.43), la condition (3.37) implique nécessairement
que a > (5 + V17)/2.

3.3.4 Convergence presque complete uniforme

L’obtention de résultats analogues uniformes sur un compact S est subordonnée
a une hypothese supplémentaire sur le noyau K :

38 >0,3C < o0o,Vz €S, Vy €S, |K(x)— K(y)| < Clz —y|’. (3.49)
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Nous aurons besoin de renforcer la condition (3.37) de la facon suivante :

(3-a)8
36 > 0, de; > 0, dey > 0, @n<5(a+31)+25+1+9) <h< cln(lia_e). (3.50)

Remarque. Pour fixer les idées considérons le cas particulier ou [ = 1, et un
modéle de dérivabilité (i.e. un modéle avec k > 0). La condition (3.50) est satisfaite
dés que la largeur de fenétre est de la forme habituelle :

T
h=C (log") , (3.51)

n

et quand le taur de mélange vérifie

4
a > max{2k +2;4 + E} (3.52)

Théoreme 3.3.3 Vitesse de convergence presque complete uniforme sous
condition de dérivabilité. Considérons le modéle de dérivabilité défini par (3.6)
et (3.7) avec k > 0 et supposons que les conditions (3.12), (3.16), (3.17), (3.21),
(8.22), (3.23), (3.50), (3.49) et (3.43) soient réalisées. On a

supses v (z) — 1(z)] = O (( n )+> pco. (3.53)

logn

Preuve du Théoreme 3.3.3. En reprenant la preuve du Théoreme 2.3.2 on
s’apercoit que les résultats (2.32), (2.33), (2.34) et (2.37) restent vrais sous nos
hypotheses puisque leurs preuves ne font pas intervenir I'indépendance des couples
(X;,Y:). 11 ne reste donc qu’a établir (2.35) et (2.36). La preuve sera donc terminée
dés que nous aurons montré que

logn
nh

supses| Ed(x) —d(x)| = O ( ) , p-co., pour ¢ = f ou g. (3.54)

Soit € > 0. On utilise la méme démarche que lors de la preuve du Théoreme 2.3.2,
et on recouvre S par un nombre fini d’intervalles

S C U By ot By, =|tg — Ly ty + 1],

et on écrit que
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. . l
P | supses |E¢(x) —¢<5">‘ ¢ r;ghn]
< P |maxj-i.. ., |Ed(ty) _é(t’“)‘ >% l:lghn]
) A R R l
+ P |supses |Ed(x) — d(z) — Ed(t(x)) +¢(t(l‘))‘ > %@] . (3.55)

On utilise maintenant (2.41) pour traiter le second terme de la partie droite de
(3.55) et (3.40) pour traiter le premier, en remarquant la constante C' intervenant
dans (3.41) est indépendante de = € S (Cf. Proposition 3.3.2). On arrive alors, en
reprenant les notations de la preuve de la Proposition 3.3.3, pour tout b > 0 a :

P

nh l,

n n l &2 " .

18 e [logn
+ P[C(h1+5)>§ nh]' (3.56)

En prenant [,, sous la forme

18 = pathp 2, (3.57)
on arrive a
i ~ l C 62 a+1 a
P | supyes ‘E¢(:€) - szﬁ(x)‘ > € O‘CZL <7 [n*?z +n1+“"*%h*%] . (358)
n n

En utilisant maintenant (3.57) et la premiere partie de (3.50), on voit que 'on peut
toujours choisir b assez petit pour qu’il existe v > 0 pour lequel on ait

Ly = o),
En remarquant que la condition (3.57) permet d’écrire que

3¢ >0, ;1 = 0(n*),

on arrive a
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On peut toujours trouver € tel que le terme de droite de cette inégalité soit celui
d’une série convergente, et ainsi la preuve de (3.54) est achevée.[]

Le prochain résultat est établi sous un modele de régression plus général que
celui du Théoreme 3.3.3, puisque 'hypothese d’existence de dérivées continues est
remplacée par la condition de continuité. Encore une fois le gain obtenu ainsi en
terme de modele statistique est a mettre en balance avec la perte des vitesses de
convergence.

Théoreme 3.3.4 Convergence uniforme presque compléte sous condition
de continuité. Considérons le modéle de continuité défini par (3.6) et (3.7) avec
k =0 et supposons que les conditions (3.12), (3.16), (3.17), (3.21), (3.22), (3.49)
et (3.50) soient réalisées. Alors on a

supges|Pyw(z) —r(z)] = 0, p.co. (3.59)

Preuve du Théoréeme 3.3.4 - Cette preuve reprend point par point celle du
Théoreme 2.3.4. 11 suffit de constater que (2.32), (2.54), (2.55) et (2.58) restent
valables sous structure de dépendance (car leur preuve ne faisait pas intervenir
I'indépendance des variables (X;,Y;). Il ne reste plus qu’a établir (2.56 ) et (2.57),
ce qui se fait en constatant que la preuve de (3.54) ci-dessus reste valable sous le
modele k£ = 0 qui est le notre dans ce théoreme . [J

3.3.5 Convergence en moyenne quadratique

Nous allons énoncer maintenant des résultats de convergence en moyenne qua-
dratique, sous des modeles de dérivabilité ou des modeles de continuité, et dans
chaque cas nous donnerons une version ponctuelle et une version intégrée sur un
compact. Nous reprendrons les notations du Paragraphe 2.4 du Chapitre 2. Les
démonstrations en seront tres rapides puisque nous avons, lors du Paragraphe 3.3.2,
établi tous les résultats intermédiaires qui nous étaient nécessaires. En fait nous ne
détaillerons que la premiere de ces preuves, les trois autres suivant clairement la
méme démarche et utilisant les mémes arguments.

Théoreme 3.3.5 Convergence en moyenne quadratique ponctuelle sous
condition de dérivabilité. Supposons que les conditions du Théoreme 2.4.1 soient

vérifiées. Supposons que la structure de dépendance soit celle définie par les condi-
tions (3.12), (3.16), (3.17) avec

a>6eth:Cn_%.
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Alors on a
Elinw(z) — r(@)? =0 (n*%) . (3.60)

Preuve du Théoreme 3.3.5. Il suffit de reprendre ligne a ligne la preuve du
Théoreme 2.4.1, en remarquant que tous les termes de covariance qui vont apparaitre
lors des calculs (c’est a dire lors de I'obtention des formules (2.74), (2.75), (2.78),
(2.79) et (2.80)) sont de la forme (3.20) et sont par la méme tous des o) d’aprés
le Corollaire 3.3.3. On arrive alors a

Elivw(z) — r(2)]?2 = BAx)h* + V(x)n—lh +oo(ht + n—1h>, (3.61)
o PR g9 — (@) f9 (@)
B(z) = 5 () , (3.62)
et
_ 2y g, O() = 77(2)
Viz) = / e (3.63)

Il suffit d’utiliser la condition sur h pour conclure.[]

La démonstration du résultat qui suit est naturellement omise car elle est simi-
laire a celle qui vient de précéder.

Théoreme 3.3.6 Erreur quadratique moyenne intégrée sous condition de
dérivabilité. Supposons que les conditions du Théoréme 2.4.3 soient vérifiées. Sup-
posons que la structure de dépendance soit celle définie par les conditions (3.12),
(3.16), (3.17) avec

a>6eth=Cn"s.

Alors on a \
EQMI(fyw) = O (n_g) . (3.64)

Théoreme 3.3.7 Convergence en moyenne quadratique ponctuelle sous
condition de continuité. Supposons que les conditions du Théoréme 2.4.2 soient
vérifiées. Supposons que la structure de dépendance soit celle définie par les condi-
tions (3.12), (3.16), (3.17) avec

h(afl) _ O(n7(1+9))'

Alors on a
Elfyw(x) — r(z)]* — 0. (3.65)
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Preuve du Théoreme 3.3.7. Il suffit de reprendre ligne a ligne la preuve du
Théoreme 2.4.2, en invoquant les mémes arguments que pour prouver 3.3.5 mais

en les fondant sur le résultat du Corollaire 3.3.1 plutot que sur ceux du Corollaire
3.3.3.04

Le résultat suivant se démontre exactement de la méme maniere a partir du
résultat du Corollaire 3.3.2.

Théoreme 3.3.8 Erreur quadratique moyenne intégrée sous condition de
continuité. Supposons que les conditions du Théoreme 2./.4 soient satisfaites. Sup-
posons que la structure de dépendance soit celle définie par les conditions (8.2.3),
(3.16), (3.17) avec

h(a—l) _ O(n—(1+e))‘

Alors on a

EQMI(Fyw) — 0. (3.66)

3.4 Application a la prédiction

Nous allons maintenant revenir a notre probleme de départ, a savoir la prévision
de valeur future d’un processus Z a valeurs réelles. Nous allons donner des résultats
asymptotiques concernant le prédicteur & noyau défini par (3.8) en tant qu’esti-
mateur non-parmétrique de la fonction d’autorégression (3.2). Ce paragraphe sera
relativement court, puisque nous avons déja suffisament balisé le terrain dans ceux
qui précedent. En fait les résultats concernant ce prédicteur sont des conséquences
immédiates de ceux établis dans le Paragraphe 3.3 qui précede. Comme nous ’expli-
quions en paragraphe introductif, le lien entre estimation de régression et prévision
du processus du Z se fera en posant

Afin de faire dans la concision nous avons synthétisé toutes les propriétés asympto-
tique de l'estimateur (3.8) dans deux théorémes. Le premier de ces théoremes traite
de résultats de convergence presque complete, et il se démontre directement a partir
des théoremes similaires établis précédement pour 'estimateur de régression 7y .

Théoreme 3.4.1 Propriétés presque complete du prédicteur a noyau.
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i) Supposons que les conditions du Théoréme 3.3.1 soient réunies pour les variables
(X;,Y:) définies par (3.67). Alors on a

R(z) - R(z) = O (( " )_+> , p.co. (3.68)

logn

ii) Supposons que les conditions du Théoréme 3.3.2 soient réunies pour les variables
(X;,Y:) définies par (3.67). Alors on a

R(z) — R(x)‘ — 0, p.co. (3.69)

iii) Supposons que les conditions du Théoreme 3.3.3 soient réunies pour les variables
(X;,Y;) définies par (3.67). Alors on a

R(z) —R(x)‘ ~0 (( n )+> . p.co. (3.70)

logn

SUPzes

iv) Supposons que les conditions du Théoréme 3.5.4 soient réunies pour les variables
(X;,Y;) définies par (3.67). Alors on a

supges|Pyw(z) —r(z)] = 0, p.co. (3.71)

De la méme fagon nous allons donner dans le théoréeme qui suit des propriétés

de convergence en moyenne quadratique qui se démontrent directement a partir des
résultats précédents sur 'estimateur 7y .

Théoreme 3.4.2 Convergence en moyenne quadratique du prédicteur a
noyau.

i) Supposons que les conditions du Théoréme 3.3.5 soient réunies pour les variables
(X;,Y:) définies par (3.67). Alors on a

E[R(z) - R@)? =0 (n—%) . (3.72)

ii) Supposons que les conditions du Théoréme 3.5.6 soient réunies pour les variables
(X;,Y:) définies par (3.67). Alors on a

EQMI(R) =0 (n—%) . (3.73)

iii) Supposons que les conditions du Théoreme 3.3.7 soient réunies pour les variables
(X;,Y;) définies par (3.67). Alors on a

E[R(x) — R(z)]? — 0. (3.74)
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iv) Supposons que les conditions du Théoréme 3.3.8 soient réunies pour les variables
(X;,Y;) définies par (3.67). Alors on a

EQMI(R) — 0. (3.75)

3.5 Commentaires et compléments bibliographiques

3.5.1 Compléments sur les estimateurs a noyau

La conclusion essentielle a tirer des résultats des paragraphes précédents est que
les techniques de prédiction par noyau, tout en étant d’'une conception relativement
simple, possedent d’excellentes propriétés mathématiques. En effet, sous un cadre
général de dépendance, les théoremes précédents montrent que ces estimateurs at-
teignent des vitesses de convergence dont on sait qu’elles sont optimales dans un
cadre d'indépendance ( Cf Paragraphe 2.5), du moins dans des modeles de régularité
du type (3.5) ou (3.7). Pour des raisons évidentes de clarté d’exposé et vu la mul-
titude d’articles que 'on peut rencontrer et traitant de ce sujet, nous n’avons pas
cherché a rendre les hypotheses de nos théoremes les plus générales possibles. Concer-
nant la nature méme des résultats que nous donnons, le lecteur peut se faire une idée
de I’évolution des recherches en consultant quelques articles relatifs a des périodes
différentes. Commengons par citer les articles précurseurs de Robinson (1983) et Col-
lomb (1984), et celui plus ancien de Rosenblatt (1971) (bien que dans un contexte
différent d’estimation de densité). Ensuite, par exemple pour ce qui concerne les
résultats de type Ly, on pourra par exemple se limiter aux résultats initiaux de
Vieu (1991) puis voir comment ceux-ci ont été améliorés par Kim et Cox (1995) ou
Kim (1997) avant d’en venir a la version générale que nous exposons ici et qui est
principalement issue sous cette forme de Bosq (1996). On pourra constater que cette
évolution s’est faite en paralléle avec 'amélioration des inégalités de covariance (i.e.
des inégalités du type de celle du Lemme 3.2.2). Pour ce qui concerne les résultats
de type L, les premiers résultats en mélange uniforme fort datent de Gyorfi et
al (1989). Ces résultats ont subi plusieurs améliorations, comme par exemple dans
Roussas (1990), Truong et Stone (1992), Tran (1993) ou Truong (1994), avant d’en
venir a leur version la plus récente qui est présentée ici (voir aussi Bosq, 1986). La
aussi I’évolution de la qualité des résultats est liee a celle des outils probabilistes et
en particulier a celle des inégalités exponentielles (i.e. des inégalités du type de celle
du Lemme 3.2.1).

I1 faut souligner que plusieurs de nos hypotheses peuvent étre allégées. Nous ren-
voyons a Sarda et Vieu (1986), Diebolt et Laib (1993), ou Bosq (1996, p.69) pour
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I'exposé d’une technique de troncation qui permet de reduire I'hypothese (3.22) en
celle d’existence de moment (absolu ou exponentiel) sur la variable a prédire. Si-
gnalons aussi qu’il est possible d’alléger les conditions sur le taux algébrique de
mélange a, comme dans Bosq (1987), mais en contrepartie on est amené a faire des
hypotheses supplémentaires sur la loi des couples (X;, X;) (voir a cet effet I'Exer-
cice 3.1). Signalons aussi que des résultats similaires aux notres peuvent étre établis
sous des conditions plus fortes (de type mélange géométrique) ; la perte en terme de
généralité de 'hypothese de dépendance est dans ce cas compensée par une rapidité
des démonstrations (voir a cet effet 'Exercice 3.2). En fait nos théoremes pour-
raient étre prouvés sans préciser la forme du mélange (c’est a dire uniquement sous
I'hypothese générale (3.11)), mais cela nécessiterait des écritures lourdes du type
de (3.24), afin de lier la largeur de fenétre h et les coefficients a(n). Mentionnons
aussi que la condition d’existence d’une densité commune aux variables Z; peut étre
légerement relachée, comme 'explique Collomb (1984) dans un cadre de dépendance
plus restrictif que le notre (mais nous pensons que les idées de Collomb sur ce point
pourraient étre utilisées aussi dans notre contexte de mélange fort). Pour terminer,
mentionnons que 'on peut modéliser la dépendance avec des conditions moins res-
trictives que le a-mélange, avec des résultats moins performants en contre-partie sur
les estimateurs. Citons a cet égard la notion de 2 — a-mélange introduite par Bosq
(1996) et qui est légerement plus générale que celle étudiée dans notre ouvrage, et
sous lesquelles nos résultats doivent s’étendre aisément au prix d’un alourdissement
sensible des notations et des calculs. Pour des modes de dépendance plus différents,
citons les travaux de Yakowitz (1989) dans un cadre markovien non mélangeant,
ceux de Delecroix (1996) et Laib et Ould-Said (1996) dans un cadre ergodique,
ceux de Hall et Hart (1990) pour les processus a longue mémoire, et enfin ceux
de Bosq (1995), Maes (1999) et Lardjane (2000) pour des processus approximables
et/ou des systemes dynamiques. Toutefois il faut noter que le gain en terme de
généralité du modele de dépendance qui accompagne ces derniers travaux se solde
naturellement par une perte sur la force des résultats concernants les estimateurs
non-paramétriques.

Pour ce qui concerne les conditions de régularité que nous imposons sur les fonc-
tions a estimer, r, f ou R, celles-ci peuvent évidement étre modifiées sans que la
structure de dépendance ne pose le moindre probleme, puisque ces diverses formes
de régularité n’ont un effet que sur les termes non stochastiques de biais (voir & cet
effet I’Exercice 3.3). Nous souhaitons aussi mentionner que des résultats analogues
peuvent étre obtenus dans un cadre de fonction r ou R discontinue (Cf. Coual-
lier (2000)). Concernant les questions de choix optimal du parametre de lissage,
probléeme important mais que nous n’avons pas abordé ici, nous nous contenterons
de renvoyer a quelques articles de base ainsi qu’aux articles bibliographiques et/ou
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comparatifs de Chu et Marron (1991a), Hart (1996) et Quintela del Rio (1996). 11
faut noter que dans le cadre de dépendance, ’éventail de techniques disponibles pour
choisir le parametre de lissage est moins large que dans le cadre usuel d’échantillon
indépendant (Cf Paragraphe 2.6.1). Ces techniques se limitent essentiellement aux
techniques de validation croisée (voir Hardle et Vieu, 1992, pour un résultat du type
(2.5.1) sous mélange fort) ou a celles d’injection (voir Quintela del Rio, 1994), alors
que les propriétés des méthodes de réechantillonnage sont encore peu connues dans
un cadre de dépendance (voir cependant Politis et Romano, 1993, 1994a et 1994b).

3.5.2 A propos des outils probabilistes

Le lecteur intéressé par une vision globale des outils probabilistes qui peuvent
s’avérer utiles en estimation fonctionnelle et plus particulierement en estimation par
noyau pourra, outre les ouvrages généraux de Yoshihara (1992), (1993) et (1994),
Doukhan (1994), Bosq (1996) et Rio (2000) déja abondament cités précedement,
se rapporter aux références suivantes. Par exemple, le comportement asymptotique
de sommes de variables dépendantes est décrit, sous divers types de dépendance,
dans Yoshihara (1978), Berkes et Philipp (1979), Yokoyama (1980), Philipp (1982),
Peligrad (1985b), Roussas et loannides (1987), Lin (1993) et Kim (1993) et (1994).
Des résultats relatifs au theoreme de limite centrale sous dépendance peuvent par
exemple étre trouvés dans Basu (1985), Dehling et al. (1986), Glendinning (1988)
et Peligrad (1985a), (1986), (1987) et Doukhan et al. (1994). Des résultats relatifs
au comportement asymptotique de U-statistiques dépendantes se trouvent dans Yo-
shihara (1976), Lee (1990) et Kashimov (1993). Des résultats asymptotiques sur des
tableaux triangulaires de variables dépendantes sont présentés dans Samur (1984).
Des inégalités de covariance sont edonnées dans Rio (1993) et (1994).

3.5.3 Utilisation des régresseurs a noyau en choix de modeles

En s’inspirant de la démarche générale évoquée au Paragraphe 2.6.2 dans un
contexte univarié et qui sera reprise dans un contecte multidimensionnel au Para-
graphe 4.5.5, plusieurs auteurs ont cherché a utiliser les prédicteurs non-paramétriques
étudiés ci-dessus afin de valider un modele particulier (paramétrique ou non). Les
références les plus récentes dans ce domaine sont celles de Gonzélez Manteiga et Vi-
lar Fernandez (1987) et (1994), Vieu (1995), Hjellvik et Tjostheim (1995), Hidalgo
(1999), Fan et Li (1999), Camlong (2000), Vilar Ferndndez et Gonzalez Manteiga
(2000) ou Gonzélez Manteiga et al. (2000).
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3.5.4 Utilisation des techniques de noyau dans d’autres cadres

Il faut aussi souligner que d’autres probléemes d’estimation fonctionnelle liées a
des séries chronolgiques peuvent étre traités par des techniques de noyau similaires a
celles que nous avons évoquées ici en régression. Pour chacun de ces problemes nous
nous limiterons a quelques références qui nous semblent essentielles en insistant a
chaque fois sur celle qui, a notre connaissance, est la plus récente. Mentionnons tout
d’abord que les idées précédement évoquées dans un cadre de régression a partir
de variable explicative aléatoire peuvent étre adaptées au cas de variable explica-
tive certaine (Cf eg. Roussas et al., 1992). Concernant 'estimateur de densité (2.108)
nous renvoyons a Bosq (1996) pour un ouvrage général ainsi qu’a Liebscher (1996) et
Ango-Nzé et Rios (2000) pour les choses les plus récentes (voir aussi I'Exercice 3.4).
Pour ce qui concerne 'estimateur de la fonction de hasard (2.110) nous renvoyons a
Sarda et Vieu (1989) et Izenman et Tran (1990) pour des articles précurseurs, ainsi
qu’a Estévez et Quintela del Rio (1999) pour des résultats et références récents. Pour
ce qui concerne l'estimateur de la fonction de répartition (2.109) nous renvoyons a
Cai et Roussas (1998 et 1999) et Sarda et Vieu (1989) pour des articles précurseurs,
ainsi qu’a Estévez (2000) pour des résultats et références plus récents. Citons aussi
les travaux de Youndjé (1993) en estimation de densité conditionnelle, ceux de Ro-
binson (1994), Delgado et Robinson (1996), Rachdi (1998b) et (1998c) et Rachdi et
Sabre (1998) en estimation de densité spectrale, ceux de Yakowitz (1979) et (1985) et
de Doukhan (1983) relatifs a estimation de la transition de probabilité d’une chaine
markovienne et les travaux de Ould-Said (1993), Quintela del Rio et Vieu (1997) et
Matzner-Lober (1998) concernant l’estimation de mode et/ou quantile conditionnel.
Mentionnons aussi que ces techniques a noyau peuvent étre utilisées en présence de
plusieurs séries temporelles, comme par exemple dans le cadre de données longitudi-
nales (Cf eg. Ferreira et al., 1997, ou Nunez-Antén et al., 1999). Enfin, mentionnons
que les techniques a noyau peuvent aussi étre utilisées dans des situations ot les va-
riables d’intérét ne sont pas directement observées mais plutot entachées d’erreurs
(Masry, 1993).

3.5.5 Alternatives aux techniques de noyau en prévision
non-parameétrique

En guise de conclusion de ce Chapitre 3, nous souhaitons souligner que la prévision
non-paramétrique est un domaine de la Statistique qui a été particulierement étudié
ces dernieres années. Le lecteur pourra consulter la compilation de Franke et al.
(1984) pour avoir une idée assez précise des choses a leur début. Ensuite, outre les
ouvrages déja cités de Gyorfi et al. (1989) et Bosq (1996), le lecteur pourra aussi
consulter celui de Yoshihara (1994) ainsi que les récentes revues bibliographiques
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de Tjostheim (1994) et de Hérdle et al. (1997). Les aspects d’implémentation sont
discutés par exemple dans Carbon et Delecroix (1993), Chen et Hafner (1995) et
Matzner-Lober et al. (1998). Il faut mentionner aussi que d’autres techniques de
lissage peuvent etre utilisées en séries temporelles pour estimer R. C’est le cas par
exemple des Splines (voir par exemple Burman (1991) ainsi que l'ouvrage général de
Kohn, et al., 2000), ou bien des estimateurs de type plus proches voisins (Yakowitz,
1987, Guerre, 2000), ou bien des ondelettes (voir par exemple les résultats récents
de Masry 2000), ou bien des L-estimateurs (Boente et Fraiman, 1994) ou bien des
M-estimateurs (Boente et Fraiman, 1989b, Truong, 1992), ou bien des polynomes
locaux (Masry, 1991a et 1991b, Masry et Fan, 1997, Rios, 1997).

3.6 Exercices

Sauf mention explicite du contraire, les définitions et notations utilisées dans les
énoncés de ces exercices sont identiques a celles utilisées dans tout le chapitre.

Exercice 3.1 Supposons que la densité f;; du couple (X;, X;) et la densité f = f;
de X; existent et posons gfi; = fi; — [if;. Supposons que

193 () = gi; ()] < Cllu —vl|, ¥(u,v) € R @ R,
et reprenons les notations et conditions du Corollaire 3.5.5.

1. Montrer que
cov(A;, Aj) = O(hY).

2. En déduire que le résultat de ce Corollaire 3.3.3 reste vrai en allégeant I’hypothése
sur a. Préciser cette nouvelle hypothése.

Exercice 3.2 1. Démontrer que sous les conditions de la Proposition 3.3.1 et pour
un mélange géométrique (i.e. pour un mélange du type de (3.13)), on a

s2 = o(nh).

2. Retrouver ainsi le résultat du Théoreme 3.3.5 sous ’hypothése de mélange géométrique.
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Exercice 3.3 On se place sous les conditions (et avec les mémes notations) que
dans les Théorémes 2.3.5 et 2.3.6. On suppose que les couples (X;,Y;) sont mélangeants
et qu’ils vérifient (3.12) avec

a>maz (26 +2,3+2/5).

On suppose lexistence d’une densité fi; a chaque couple (X;, X;), i # j, et on choisit
une largeur de fenétre de la forme

1\
h=C (_) .
logn

Montrer que les résultats des Théoremes 2.53.5 et 2.53.6 restent valables. Justifier a
posteriori cette condition sur h. (Indication : on pourra reprendre la démarche de
I’Ezxercice 2.5.)

Exercice 3.4 Cet exercice a pour but d’établir des propriétés asymptotiques sous
dépendance pour 'estimateur de la densité f de X défini par :

flo) = SRS,

On se place sous les hypothéses du Théoréme 2.4.1 mais avec k entier quelconque
strictement positif. On considére la structure de dépendance générale définie par
(3.11), sans aucun restriction sur la forme de la décroissance des coefficients de
mélange, et on suppose l'existence d’une densité jointe fi; a chaque couple (X;, X;), i #
J.

1. Montrer que

var(f(z)) = %/RKz(t)dt +o (%) I (O‘<zozn>) |

2. Donner un (ou plu§ieu7“5) ensemble d’hypothéses sur h et o permettant de mon-
trer que estimateur f(x) atteint des vitesses optimales de convergence en moyenne
quadratique, c’est a dire des vitesses du type :

A

E[f) - f@)] = 0nst)



3.6. EXERCICES

latex

73



74

CHAPITRE 3. PREVISION DE SERIES TEMPORELLES



Chapitre 4

Régression non-paramétrique
vectorielle

4.1 Introduction

Nous nous placons dans ce chapitre dans le cadre de 'estimation de la fonction
de régression

r(z) = E(Y|X =x),

d’une variable réelle Y sur une variable X a valeurs dans RP, p étant un entier
strictement positif. L’échantillon {(X;,Y;), i = 1,..., n} est constitué de couples
indépendants et ayant chacun méme loi que (X, Y). On notera f la densité marginale
par rapport a la mesure de Lebesgues sur R? de la variable explicative X, (densité
supposée exister). Dans tout ce chapitre, la norme que utiliserons sur R? est la norme
euclidienne usuelle :

Les modeles qui vont nous intéresser sont de type non-paramétrique. On a vu au
cours du Chapitre 2 que 'estimateur a noyau défini par (2.4) possede de bonnes
propriétés mathématiques dans le cas univarié. Ainsi il est naturel de le généraliser

I0)
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de la maniére suivante :

X ViR ()
S K ()

Dans cette définition K est une fonction de R? dans R, h = h,, est toujours un
parametre réel strictement positif, et on adopte la convention 0/0 = 0.

Faw () , Vo € RP. (4.1)

Les démonstrations effectuées dans les chapitres précédents dans le cadre univarié
ont fait apparaitre l'intérét de manipuler cet estimateur en considérant séparément
les propriétés de convergence de son numérateur et celles de son dénominateur. C’est
la raison pour laquelle, nous réécrirons I'estimateur précédent sous la forme :

(z) o) (4.2)
“ 1 - r — Xz
g(z) = e ;Yz‘[(( s ),
et

f) = = S KES,

Comme dans le cas univarié, le dénominateur sera vu comme un estimateur de la
densité f de X, tandis que le numérateur sera vu comme un estimateur de la fonc-
tion g =rf.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Nous donnons tout d’abord des
résultats de convergence presque complete (avec ou sans vitesse selon les modeles de
régularité considérés) concernant l’estimateur (4.2), au Paragraphe 4.2.2 pour une
estimation ponctuelle de r en un point fixé puis au Paragraphe 4.2.3 pour I'estima-
tion uniforme de r sur un compact. Ensuite nous établirons des résultats analogues
en terme de convergence en moyenne quadratique ponctuelle au Paragraphe 4.3.1 et
en terme d’erreurs quadratiques moyennes intégrées au Paragraphe 4.3.2. Tous ces
résultats sont des extensions au cadre multidimensionnel de ceux décrits au Cha-
pitre 2. Ces résultats mettent en évidence deux phénomenes essentiels. Il s’agit tout
d’abord le role du parametre de lissage dont le bon choix va permettre aux estima-
teurs a noyau définis en (4.2) d’atteindre des vitesses de convergence optimales, puis
du probleme de la dimension p dont on verra qu’elle dégrade sensiblement ces vi-
tesses de convergence. Le Paragraphe 4.4.1 discute du choix optimal de fenétre et le
Paragraphe 4.4.2 mettra en évidence ce fléau des grandes dimensions. Le Paragraphe
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4.5 de conclusion décrira brievement quelques pistes de solution a ce probleme de
dimension, pistes qui se traduisent naturellement avant tout par la construction
de nouveaux modeles non-paramétriques. Le chapitre se terminera avec une serie
d’exercices qui permettront au lecteur de se familiariser avec toutes les notions
vues précédement et qui auront aussi pour objectif d’amener a la démonstration
de certains résultats complémentaires qu’il était impossible de présenter de maniere
exhaustive dans le texte.

4.2 Convergence presque complete

4.2.1 Hypotheses générales et notations

Nous allons commencer par donner des résultats de convergence presque complete
(Cf. Exercice 2.3 pour des détails sur cette notion) sous des modeles de régularité
du type

r et f sont k fois contintiment différentiables autour de x, (4.3)

x étant un point fixé de RP pour lequel on suppose que
f(z) > 0. (4.4)
Les hypotheses sur la largeur de fenétre seront les suivantes

hp
[ = 0 et Lm0 = co. (4.5)
logn

Pour ce qui concerne le noyau, nous supposerons que

K est borné, intégrable et a support compact. (4.6)

Pour préciser certaines vitesses de convergence, nous aurons besoin de la notion
d’ordre d’un noyau multivarié. Cette notion, qui généralise celle de Gasser et Miiller
(1979) que nous avions rappelée en (2.9), fut introduite sous la forme de la Définition
4.2.1 ci-dessous dans Vieu (1991). Nous renvoyons a I’Exercice 4.1 pour un exemple
de noyau vérifiant ce type de conditions. Nous introduisons les notations suivantes.

On pose, pour tout p — uplet d’entiers positifs (i1, ... ,17,)
Tr(ir,. .. ip) = / u . wr K (g, up)du . duy, (4.7)
RP

et si k est fixé, k € N*) on pose pour tout j € {1,...,p}

TK(j):/ ufK(ul,...,up)dul...dup. (4.8)
RP
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Définition 4.2.1 Nous dirons qu’une fonction K de RP dans R est un noyau d’ordre
k, k € N*, lorsque :

V(i1,...,ip) €E NP (V) i; < k)= (Tk(ir,...,i,) =0), (4.9)
V(i1,...,0p) € NP, Vi, Tk(j) € R™. (4.10)

Nous ferons donc parfois I’hypothese que
K est un noyau d’ordre k. (4.11)

Finalement, comme dans le cas univarié, la condition suivante sera introduite afin
d’alléger nos démonstrations :

Y| < M < oo. (4.12)

4.2.2 Convergence presque compléete ponctuelle

Notre premier résultat est une extension au cadre multidimensionnel du Théoreme
2.3.1.

Théoreme 4.2.1 Vitesse de convergence presque compléete ponctuelle mul-
tivariée sous condition de dérivabilité. Considérons le modéle (4.3) avec k > 0
et supposons que les conditions (4.4), (4.5), (4.6), (4.11) et (4.12) soient réalisées.

On a
aiw () = r(x) = O(5) + O/, p.co. (4.13)

Preuve du Théoreme 4.2.1 - La preuve est trés voisine de celle du Théoreme 2.3.1.
Nous serons donc relativement brefs en nous contentant d’insister sur les parties de
la démonstration pour lesquelles 'aspect multidimensionnel intervient de maniere
significative. Sans perte de généralité on considere que K est unitaire (i.e. K est
d’intégrale 1). La décomposition (2.13) restant toujours valable, le résultat (4.13)
sera prouvé dés que seront vérifiées les b propriétés suivantes :

Ey(x) — g(x) = O(h"), (4.14)

~

Ef(z) = f(z) = O(h"), (4.15)
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Ejlz) — glz) = 0(,/%), p.co., (4.16)

Ef(z) — f(z) = 0(,/%), p.co., (4.17)

36 > 0, f:P[f(x) < 8] < oo. (4.18)

et

- Preuve de (4.14). En reprenant les calculs effectués pour prouver (2.14), on arrive
en utilisant successivement 1’équidistribution des couples (X;,Y;), puis un condi-
tionnement en X;, puis en posant z = (x — u)/h dans le calcul d’intégrale, puis en
utilisant que K est unitaire, a ['expression :

Bj(z) ~ g(a) = [ (9(a = ) - g(o) K(2)d (4.19)

Il suffit alors de développer la fonction g au voisinage de x, ce qui est possible au
vu de la condition (4.3). Ceci s’écrit :
g(x — zh) — g(x)

i i ajg
> <Zfa---72p” [m
1 DY p

i1+ tip=j

ko (_p)i
;( ')

J!

(z) + o(hf)> : (4.20)

Puisque K est & support compact, les o(h?) intervenant dans I’expression ci-dessus
sont uniformes en z = (z1,...,2,). Ainsi, on tire de (4.11), (4.19) et (4.20) que :

Ej(x) - g(x) = (_k—h,) . l%

j=1

() Tk (j) + o(h"). (4.21)

Ceci acheve la preuve de (4.14).

- Preuve de (4.15). La démonstration suit les mémes étapes et est donc par conséquent
omise (Cf. Exercice 4.3). En fait on établit un résultat plus précis que celui recherché,

a savoir que
[akf
k
Ox

(z) Tk (5) + o(h¥). (4.22)

Bf(e) ~ ) = L5 S

7j=1
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- Preuve de (4.16). L’idée est d’appliquer le Lemme 2.3.1 aux variables

h

A; = b1 (YiK( ) — B K (2= X”)) .

h

Pour cela il est nécessaire de trouver des majorants pour |A;| et pour EA?. En
reprenant les calculs ayant amené a (2.22) et (2.24), on arrive sans difficulté a

C
|A;] < R (4.23)
et a o
2
EA; < - (4.24)
Le Lemme 2.3.1 permet alors d’écrire que pour e suffisament petit on a
ne2hP
P[|lEj(z) — g(z)| > ¢ < 2e "%, (4.25)
En prenant
B logn
=\
on arrive pour tout €y a
[ >
P ||Ej(z) - §(z)] > e OZZ] < oo, (4.26)
n

On peut choisir ¢y > 1/(v/C) et terminer ainsi la preuve de (4.16).

- Preuve de (4.17). La démonstration suit les mémes étapes et est donc par conséquent
omise (Cf. Exercice 4.3).

- Preuve de (4.18). La convergence preque complete de f (x) vers f(z) découle de
(4.15) et (4.17). Donc pour tout € > 0 on a :

S P[f@) - r@)| > ] <,
n=1
et 'on peut alors terminer la preuve de (4.18) en prenant § = € = f(z)/2.0

Lorsque 'on change les conditions de régularité sur les fonctions r et f on ob-
tient des résultats analogues a celui du Théoreme 4.2.1 qui précede mais avec des
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modifications sur la vitesse de convergence vers 0 du biais. Ces modifications ayant
été amplement décrites dans le cadre univarié, nous donnons les deux théoremes
suivants sans démonstration. Ces démonstrations sont renvoyées aux Exercices 4.4
et 4.5. Considérons le modele défini par la condition suivante, ot ¢ = r ou f :

38 >0,3C <00, 3e >0, Vy €z — e,z + ¢, |6(z) — d(y)| < Cllz —y||°. (4.27)

Théoreme 4.2.2 Vitesse de convergence presque complete ponctuelle mul-
tivariée sous condition de Lipschitz. Considérons le modéle défini par la condi-
tion (4.27), et supposons que les conditions (4.4), (4.5), (4.6) et (4.12) soient
réalisées. On a

1w () — r(2)] = O(hP) + O %), p.co. (4.28)

Théoreme 4.2.3 Convergence presque compléete ponctuelle multivariée sous
condition de continuité. Considérons le modéle (4.3) avec k = 0 et supposons
que les conditions (4.4), (4.5), (4.6) et (4.12) soient réalisées. On a

|PNw (z) — ()] = 0, p.co. (4.29)

4.2.3 Convergence presque complete uniforme

Nous allons maintenant donner des versions uniformes sur un compact des résultats
précédents. Nous considererons des modeles non-paramétriques du type

r et f sont k fois contintiment différentiables autour de S, (4.30)

et
infresf(z) > 0. (4.31)

Pour le reste, les conditions dont nous aurons besoin sont les mémes que celles
nécessitées pour 'obtention des résultats ponctuels ci-dessus, auxquelles s’ajoute la
restriction suivante sur le noyau

38>0,3C < o0, Vz €S, Vy €S, |K(x)— K(y)| <Oz — vyl (4.32)

Comme nos démonstrations suivent la méme démarche que dans le cas univarié, elles
seront laissées a titre d’exercice.
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Théoreme 4.2.4 Vitesse de convergence presque complete uniforme mul-
tivariée sous condition de dérivabilité. Considérons le modéle (4.50) avec k > 0
et supposons que les conditions (4.5), (4.6), (4.11), (4.12), (4.31) et (4.32) soient

réalisées. On a

supsesiw(x) = ()| = O(¥) + O 22), p.co (1.33)

Preuve du Théoréme 4.2.4. Voir Exercice 4.6.]

Théoreme 4.2.5 Convergence uniforme presque complete multivariée sous
condition de continuité. Considérons le modéle (4.30) avec k = 0 et supposons
que les conditions (4.5), (4.6), (4.12), (4.81) et (4.32) soient réalisées. On a

supges|tyw(z) —r(z)] = 0, p.co. (4.34)

Preuve du Théoréme 4.2.5. Voir Exercice 4.7.0]

Le dernier résultat est établi sous un modele de régularité Lipschitzien, plus
précisément sous la condition

36> 0,30 < o0, Vo € 5, Wy € S, [¢(x) — d(y)| < Cllz —y]”, (4.35)

ou ¢ désigne indifféremment f ou 7.

Théoreme 4.2.6 Vitesse de convergence presque complete uniforme mul-
tivariée sous condition de Lipschitz. Considérons le modéle (4.35) et supposons
que les conditions (4.5), (4.6), (4.12), (4.31) et (4.32) soient réalisées. On a

supesia (@) = ()] = O() + O |2 p.co. (4.36)

Preuve du Théoréme 4.2.6. Voir Exercice 4.8.[]
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4.3 Convergence en moyenne quadratique

4.3.1 Résultats ponctuels

Nous allons commencer par quelques résultats de convergence de type Lo en un
point fixé x de RP. Les quelques modifications mineures que nous sommes amenés a
faire sur les hypotheses sont du méme ordre que celles discutées dans le cas unidi-
mensionnel au Paragraphe 2.4. Tout d’abord, la condition sur le parametre de lissage
peut étre rendue légérement moins restrictive en ce sens qu’on peut remplacer (4.5)
par :

limy,—och = 0 et lim,_oocnh? = . (4.37)

Nous aurons aussi parfois besoin de rajouter la condition suivante sur la loi de
(X,Y)

$(u) = E(Y?|X = u) est continue au point z. (4.38)

Pour des raisons techniques qui seront explicitées ultérieurement, nous aurons besoin
de nous restreindre a des noyaux positifs. Or (Cf. Exercice 4.2), cette condition est
incompatible avec un noyau d’ordre supérieur a 2. Par conséquent, nous en resterons
a un modele de type (4.3) avec k = 2, et les conditions sur le noyau K deviennent
alors :

K est borné, intégrable, positif, symétrique et a support compact. (4.39)

Le théoreme qui suit est une version multidimensionnelle du Théoreme 2.4.1. Comme
les deux théoremes se démontrent de maniere analogue, nous ne donnerons que les
étapes principales. La preuve détaillée fera 1'objet de I’Exercice 4.9.

Théoreme 4.3.1 Convergence en moyenne quadratique ponctuelle multi-
variée sous condition de dérivabilité. Considérons le modéle (4.3) avec k =2 et
supposons que les conditions (4.4), (4.12), (4.37), (4.38) et (4.39) soient réalisées.
On a

Elfnw(z) — r(z))* = B*(z)h* + V(x)# + o(h* + #), (4.40)

o

B(e) = g7y 2Tkl ([279] (1) - [<>g—f] <x>> (1.41)
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et
_ 2, (O() = 1?(7))
V(z) = | K (t)dt CR (4.42)

Preuve du Théoréeme 4.3.1 - On considere comme toujours que K est unitaire
(i.e. K est d’intégrale 1). Le résultat énoncé va découler des 2 résultats suivants :

Ernw(z) —r(x) = B(z)h? + o(h?), (4.43)
et ) 1 1
Vartyw(z) = V(I)% + O(m). (4.44)

- Preuve de (4.43). Concernant ce terme de biais, notons que le résultat (2.73) reste
valable dans notre cadre multidimensionnel. En reprenant les preuves de (2.74) et
(2.75), et en les adaptant a notre cadre multivarié, on arrive a

1 ) 1
Al = Wg(l‘) - K (t)dt + O(W), (445)
et 1

Finalement, (4.43) découle directement de (2.73), (4.21), (4.22), (4.45) et (4.46).

- Preuve de (4.44). La premiere chose consiste a établir, en suivant les mémes argu-
ments que pour démontrer (2.77), que l'on a

var(fyw(z)) = (Ef(z))? B (Ef(x))3
o (Eg(x))? 1
Svar(f(x — 0] . 4.47
+ (f( ))(Ef(x))4 T (nhp) ( )

Ensuite, il suffit de reprendre les preuves de (4.16) et (4.17) et d’utiliser la condition
(4.38) qui va permettre de préciser les constantes. Ainsi on arrive a :

ar(§(e)) = = )ote) [ KO+ olT5), (445
et
var(f(z)) = # f@) [ K0+ 0(#). (4.49)

Quant a la covariance, elle se calcule de maniere analogue et nous avons

cov(i(x), F(2) = ——g(z) | K2(t)dt + o(——). (4.50)

nhp Rp nhp



4.3. CONVERGENCE EN MOYENNE QUADRATIQUE 85

La combinaison des résultats (4.48)-(4.50) et de ceux obtenus pour le biais de f(z)
(Cf. (4.14)) et pour le biais de g(x) (Cf. (4.15)), permet de traiter tous les termes
intervenant dans l’expression (4.47) et d’aboutir au résultat recherché.[]

Le prochain résultat est établi sous un modele de régression plus général que celui
du Théoreme 4.3.1 (i.e. pour k = 0). Le gain obtenu ainsi en terme de généralité du
modele statistique est a mettre en balance avec la perte des vitesses de convergence.
La preuve de ce résultat étant trés voisine de celle établie dans le cas univarié (Cf.
Théoreme 2.4.2), elle est laissée en exercice (Cf. Exercice 4.10).

Théoreme 4.3.2 Convergence en moyenne quadratique ponctuelle multi-
variée sous condition de continuité. Considérons le modéle (4.3) avec k =0 et
supposons que les conditions (4.4), (4-12), (4.37) et (4.39) soient réalisées. On a

Eryw(z) — 7"(:)3)]2 — 0. (4.51)

4.3.2 Résultats en moyenne quadratique intégrée

Nous allons maintenant donner des versions uniformes sur un compact des deux
théoremes précédents. Pour cela, nous allons nous intéresser aux erreurs quadra-
tiques moyennes intégrées, notées FQM I et définies par

EQMI(iyw) = E / (Frw (@) — r(2))* w(z)dz, (4.52)

RP

avec une fonction de poids w vérifiant :
w est positive, bornée et a support compact S. (4.53)
Nous aurons besoin d’une version uniforme de la condition (4.38), a savoir que

d(u) = E(Y?|X = u) est continue autour de S. (4.54)

Théoreme 4.3.3 Erreur quadratique moyenne intégrée multivariée sous
condition de dérivabilité. Considérons le modeéle (4.30) avec k = 2 et supposons
que les conditions (4.31), (4.37), (4.39), (4.53) et (4.54) sont réalisées. On a

1% 1
EQMI(¢ - B*pt 4+ — S — 4.
Q (TNW) h + nhP + O(h + nhp), ( 55)
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B? = /SBz(x)w(:E)da: et V = /SV(a:)w(x)dx, (4.56)

B(z) et V(z) étant définis par (4.41) et (4.42).

Preuve du Théoreme 4.3.3 - 1l suffit de reprendre les calculs effectués pour prou-
ver le Théoreme 4.3.1, en constatant que toutes les approximations faites sont basées
sur des propriétés de continuité de f, r, ¢, f” ou r”. Comme toutes ces fonctions sont
supposées continues sur S qui est compact, elles sont donc uniformément continues
sur S, et par conséquent on peut vérifier que toutes ces approximations sont uni-
formes sur S. Ainsi le résultat (4.55) est obtenu par simple intégration du résultat
(4.40).0

Pour terminer, nous allons donner un résultat analogue sous le modele plus
général k = 0, mais cela se fera au détriment de I'obtention des vitesses de conver-

gence. Trés voisine de la preuve précédente, sa démonstration est laissée en exercice
(Cf. Exercice 4.10).

Théoreme 4.3.4 Erreur quadratique moyenne intégrée multivariée sous
condition de continuité. Considérons le modéle (4.30) avec k = 0 et supposons
que les conditions (4.31), (4.37), (4.39) et (4.53) soient réalisées. On a

EQMI(#nw) — 0. (4.57)

4.4 Le fléau des grandes dimensions

4.4.1 Vitesses optimales de convergence multivariée

La premiere des choses a remarquer, est que 'optimisation (en h) des vitesses de
convergence établies dans le paragraphe précédent se fait de maniére immédiate en
procédant comme ce fut fait au Paragraphe 2.5 dans le cadre univarié. En procédant
comme pour 'obtention des Corollaires 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3 et 2.5.4 on démontre faci-
lement les quatres résultats suivants.

Corollaire 4.4.1 Convergence optimale en moyenne quadratique ponc-
tuelle multivariée. Supposons que les conditions du Théoreme 4.3.1 soient vérifiées.
Supposons en outre que la fenétre h soit de la forme :

h=Cn 7, 0<C < . (4.58)
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Alors on a \
Elfnw(z) —r(z)]? = O(n~%9). (4.59)

Corollaire 4.4.2 Erreur quadratique moyenne intégrée optimale multi-
variée. Supposons que les conditions du Théoreme 4.3.3 soient vérifiées ainsi que

Uhypothése (4.58). On a

4

EQMI(Pyw) = O(n” 7). (4.60)

Corollaire 4.4.3 Convergence presque compléete ponctuelle optimale mul-
tivariée. Supposons que les conditions du Théoreme 4.2.1 soient vérifiées. Suppo-
sons en outre que la fenétre h soit de la forme :

1

n \ T
h:C'( ) ,0<C < 0. (4.61)
logn

Alors on a
n

Pvw(x) —r(z) = O (( >—2,f;p> , p.co. (4.62)

logn

Corollaire 4.4.4 Convergence presque complete uniforme optimale mul-
tivariée. Supposons que les conditions du Théoreme 4.2.4 soient vérifiées de méme
que (4.61). Alors on a

suppes|inw (@) — r(z)| = O ((ﬁ)zk’ip) , p.co. (4.63)

Comme dans le cadre univarié, ces résultats sont particulierement intéressants
d’un point de vue théorique, puisque ’'on sait d’aprés des résultats généraux de Stone
(1981) et (1982) que la vitesse optimale de convergence pour un modele (4.30) est :

n_ﬁ, en norme L,, p < 0o, (4.64)
et
(L)fﬁ en norme L (4.65)
logn ’ > '

On a donc I’évidence de ce que les estimateurs a noyau, tout en restant d’une concep-
tion initiale relativement simple, atteignent moyennant un bon choix du parametre
de lissage les vitesses de convergence optimales pour des modeles non-paramétriques
généraux.
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4.4.2 Le fléau de la dimension

Les vitesses de convergence obtenues dans le paragraphe précédent sont optimales
pour des modeles de type (4.30), mais elles n’en restent pas moins relativement mau-
vaises dés que p grandit. Ce probleme, connu dans la littérature comme le fléau de
la dimension, est lié a la rareté des données dans un espace a grande dimension.
Nous renvoyons a Friedman et Stuetzle (1981) et & Huber (1985) pour une discus-
sion détaillée de ce probleme.

Le caractere local de l'estimateur 7ny défini en (4.1) accentue encore l'impor-
tance de ce probleme de rareté des données dans notre contexte non-paramétrique.
En effet, cette rareté des données impose dans la pratique un choix de largeur de
fenétre h d’autant plus grand que p est grand afin de stabiliser la variance de I’esti-
mateur, mais en contrepartie cela conduit a une détérioration du biais. Il est com-
munément admis que dés que p dépasse 2 ou 3, a moins d’avoir a disposition des
tailles d’échantillon gigantesques, les modeles non-paramétriques purs du type de
ceux étudiés précédemment et définis par des conditions du type (4.3) ou (4.30) ne
suraient étre pleinement satisfaisants. Le petit exemple traité dans I’Exercice 4.11
permet de bien voir comment cette question de rareté des données prend trés vite
des proportions inquiétantes méme pour des valeurs de p a prior: petites.

Il est fondamental de noter ici que ce probleme n’est absolument pas lié a la
technique d’estimation par noyaux que nous utilisons ici, puisque les résultats ex-
posés dans le Paragraphe 4.4.1 qui précéde montrent I'optimalité de ces estimateurs.
Il s’agit donc d’un probleme lié uniquement a la nature des modeles purement non-
paramétriques du type (4.3) ou (4.30). Nous renvoyons aux ouvrages récents de Gu
(2000) et Nychka (2000) pour une description du comportement des estimateurs de
type Spline face a ce probleme de dimension, et a celui de Wu (2000) pour ce qui
concerne les estimateurs de type polynomes locaux. Le travail récent de Hardle et
Miiller (2000) fournira de plus amples détails concernant le comportement des es-
timateurs a noyau multidimensionnels. Notons aussi que ce probleme se pose dans
d’autres contextes d’estimation fonctionnelle avec la méme force qu’en estimation
de régression (Cf. Scott, 1995 et 2000, pour des problemes similaires en estimation
de densité multivariée).

A partir de ces quelques références récentes que nous venons de mentionner
le lecteur doit pouvoir remonter a la grande majorité des travaux traitant de ce
probleme et qu’il était, vu 'abondance de la littérature sur ce theme, impossible de
présenter ici de maniere exhaustive.
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4.5 Discussion et compléments bibliographiques

4.5.1 Objectifs du paragraphe

L’objet de ce dernier paragraphe est de présenter succintement la bibliographie
relative a quelques possiblilités de solution au probleme de la dimension évoqué dans
le Paragraphe 4.4.2 qui précéde. Comme nous 1’évoquions ci-dessus, ce probleme
est avant tout lié a la question de 'estimation d’une fonction multidimensionnelle.
En ce sens, les possibilités de solution ne sont a rechercher que dans la construc-
tion de modeles de régression moins généraux que les modeles non-paramétriques
purs de type (4.3) ou (4.30), sans tomber bien entendu dans l'excés des modeles pa-
ramétriques. Il est calir qu’'une fois ce probleme de modele résolu, viendra la question
de la construction de nouveaux estimateurs adaptés a ces nouveaux modeles.

4.5.2 Le modele additif

Nous allons accorder une place privilégié au modele additif a la fois a cause de
sa popularité et de la facilité d’interprétation qu’il offre. Ce modele, pour lequel
les premiers travaux remontent a Stone (1985), est un modele non-paramétrique
caractérisé par I’hypothese suivante sur la fonction de régression r :

Jj=p

r(xt,.. . 2P) = pu+ Z (27, (4.66)

j=1
ol i est un parametre réel, et ou pour raison d’identifiabilité on suppose que
V4, BEr'(X7) = 0. (4.67)

Il est clair que ce modele, en contre partie de la perte de généralité qu’il présente par
rapport a un modele nonparamétrique pur de type (4.3) ou (4.30), offre 'avantage
de remplacer le probleme de I’estimation d’une fonction multidimensionnelle en celui
de l'estimation de plusieurs fonctions a valeurs réelles. Sous ce modele plusieurs es-
timateurs ont été développés. Ces estimateurs sont essentiellement des adaptations
des estimateurs non-paramétriques classiques a ce nouveau cadre additif. Nous ren-
voyons a Stone et Ku (1986), Stone (1994) ou Gu (1992) pour des estimateurs de
type Spline, & Buja etal. (1989) pour des estimateurs linéaires, & Opsomer et Rup-
pert (1997) pour des estimateurs linéaires locaux, a Hérdle et al. (2000) pour des
techniques d’estimation basées sur l'utilisation d’ondelettes et a Rodriguez et al.
(2000) pour des techniques de vraissemblance locale directionnelle.
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Récemment, les techniques a noyau qui sont au centrede notre propos dans cet
ouvrage, ont été convenablement modifiées pour pouvoir avoir de bonnes propriétés
mathématiques sous les modeles additifs. La construction des estimateurs a noyau
adaptés a la situation additive se fait au travers d’une technique d’intégration mar-
ginale. Cette technique, initiée par Tjostheim et Auestad (1994), Linton et Nielsen
(1995) et Linton et Hérdle (1996) a été abondament étudiée ces dernieres années et
nous renvoyons aux travaux récents de Sperlich et al. (1999), Hardle et Miiller (2000)
et de Camlong (2000) ainsi qu’aux références qu’ils mentionnent. Cette technique
sera présentée dans un cadre général lors de I’Exercice 4.12.

En parcourant les références précédement citées le lecteur pourra constater que
la plupart de ces estimateurs peuvent, sous réserves de conditions de régularité
sur les composantes fonctionnelles 77/, converger avec des vitesses de convergence
indépendante de p. Ceci confirme I'intérét du modele additif (4.66) dans les problemes
multivariés puisqu’il existe des estimateurs qui, sous ce modele, sont insensible au
fléau de la dimension.

4.5.3 Extensions du modele additif

Il faut noter que plusieurs extensions de ce modele additif ont été proposées
dans la littérature. Citons par exemple le Modele Additif Généralisé, dont le lecteur
trouvera une présentation détaillée dans Hastie et Tibshirani (1986) et (1990), et
qui est défini a partir d’une fonction de lien connue L par :

r(zt,.. . 2P) = L(u + Y rj(wj)>, (4.68)

J

olt y1 et r7 vérifient toujours la condition d’identifiabilié (4.67). Le lecteur trouvera
des résultats récents concernant les techniques d’estimation (essentiellement de type
Spline) actuellement connues sous ce type de modeles dans Burman (1990) ou Stone
(1994).

Ce modele peut aussi étre étendu afin de prendre en compte d’éventuelles inter-
actions entre les variables. On parle alors de Modele Additif Interactif (Buja et al.,
1989). Ce modele est défini, toujours a partir d’'une fonction de lien connue L, en
posant

r(zt,...,2?) = L (u + > rs(fs)> , (4.69)

seS
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ou S est 'ensemble de toutes les parties de {1,...,p} et ou X est la sous-famille
correspondante parmi les p variables explicatives X1, ..., X?. Chaque fonction 7*
est définie sur RO () et est supposée vérifier la condition d’identifiabilité

Vi, Bri(X") = 0. (4.70)

Les principaux travaux traitant de ce genre de modele sont ceux de Hastie et Tib-
shirani (1987), Andrews et Whang (1990), Chen (1991), Stone (1994) et Linton et
Hérdle (1996).

4.5.4 Autres modeles a réduction de dimension

Une autre fagon de généraliser le modele (4.68) est de travailler avec une fonction
de lien inconnue. Suivant I’approche de Breiman et Friedman (1985), ce type de
modele est appelé Modele a Transformations Optimales et il s’écrit sous la forme :

ETY)X = (v...,a") = i I (27), (4.71)

J=1

ot T' est une fonction de R dans R inconnue et ol les composantes additives 7/ sont
supposées vérifier (4.67). Les techniques d’estimation sous ce modele sont essen-
tiellement des techniques itératives (Cf. eg Buja et al. 1989). Les résultats les plus
récents dans ce cadre sont donnés par Burman (1990b) et (1991b) et par Horowitz
(1998). 11 est clair qu'un tel modele peut aussi se généraliser pour faire intervenir
des composantes interactives du type de celles définies en (4.69) et (4.70). On peut
aussi envisager, comme dans Rodriguez et al. (2000) des modeles ou certaines des
composantes 77 sont de nature paramétrique.

Une autre facon de construire des modeles insensibles aux effets de dimension,
consiste a supposer que 'influence de la variable p-dimensionnelle X sur la variable
Y ne se fait qu’au travers d’un sous espace de dimension ¢ < p. On parle alors
de modele a projections révélatrices, plus connu sous le nom de Projection Pursuit
Regression (PPR) model. Ce modele s’écrit sous la forme :

k=q

r(zt, .. 2P) = u+ Z r* oy x), (4.72)

k=1

ol p est un parametre réel, ou les oy, sont des vecteurs inconnus de RP, ol les compo-
santes additives r* sont supposées vérifier les conditions d’identifiabilité suivantes :

V4, Erf(fa,X) =0, (4.73)
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et ol x et X désignent les vecteurs colonne (z!,...,27) et (X!,... X?). Diaco-
nis et Shashahani (1984) et H. Chen (1991) discutent précisément des conditions
nécessaires a l'identifiabilité de ce modele, tandis que des techniques d’estimation
sont proposées par Friedman (1984), H. Chen (1991), Donoho et Jonstone (1989),
Hall (1989) et Hall et Li (1993). Un cas particulier de ce modele, trés utilisé par les
économetres pour ses facilités d’interprétation, est le cas du modele a effet simple
(Single Index Model) qui s’écrit, avec les notations précédentes, comme :

r(zt, . 2P) = p+r(fax), (4.74)

ou
Er(aX) = 0. (4.75)

Nous renvoyons a Hérdle et al. (1993), Bonneu et Delecroix (1992) ou Hérdle et al.
(1997) pour une étude de ce modele. Notons que ce modele se modele se généralise
directement de la maniere suivante :

r(zt, . 2P) = p+r(oax, ... lagx), (4.76)

ou

Vk, Er(‘a,X) = 0. (4.77)

On parle alors de Modele a Indices Multiples, pour lequels une méthode d’estimation
populaire est la méthode de régression inverse par tranches introduite par Li(1991)
qui a été abondament értudiée ces derniers temps et dont les résultats les plus récents
ont été donnés par Hsing et Caroll (1992), Schott (1994), Ferré (1996), (1997) et
(1998), Aragon et Saracco (1997), Saracco (1999) et Saracco et Gannoun A. (2000).

4.5.5 Compléments bibliographiques

Pour clore ce paragraphe, nous renvoyons a plusieurs ouvrages généraux qui per-
mettront au lecteur de remonter a la plupart de la littérature existante, tant sur ce
modele additif, que sur ses diverses extensions, que sur d’autres modeles a objectif
analogue. Citons la revue bibliographique sur les modeles a réduction de dimen-
sion de Pelegrina et al. (1994) et la compilation de Schimek (2000) qui permettront
d’avoir une vision d’ensemble des choses.

Concernant les modeles additifs, les recherches ont été nombreuses ces dernieres
années et nous souhaitons ici nous en tenir a quelques références récentes qui doivent
permettre au lecteur intéressé de remonter ainsi a la plupart de la littérature. Le
travail récent de Mammen et al. (1999) est axé sur les techniques itératives d’es-
timation tandis que celui de Hérdle, Huet et al. (2000) est axé sur les techniques



4.6. EXERCICES 93

de rééchantillonnage, que celui de Fan et al. (1998) est axé sur les techniques d’es-
timation directe et que celui de Severance-Lossin et Sperlich (1999) est axé sur
I’estimation des dérivéees des composantes additives. Une question importante est
celle de la validité du modele additif, et plusieurs travaux ont abordé cette question
sous forme de tests statistiques, dont les plus récents sont ceux de Gozalo et Linton
(1999), Dette et von Lieres (2000) et Camlong (2000). Pour terminer, mentionnons
les ouvrages généraux de Hastie et Tibshirani (1990), de Sperlich (2000), de Schimek
et Turlach (2000) et le Chapitre 2 de Sarda (2000)

Pour terminer, il faut mentionner un champ important de recherches actuelles
qui concerne l'utilisation d’estimateurs non paramétriques généraux (du type de 'es-
timateur 7y étudié dans ce chapitre) pour valider un modeéle semi-paramétrique
du type de ceux étudiés dans le Paragraphe 4.5 précédent. La démarche générale
qui guide la plupart de ces études est similaire a celle évoquée au Paragraphe 2.6.2
dans un contexte univarié. Nous allons nous limiter a quelques références clés dans
le domaine qui sont celles de Fan et Li (1996), Kuchibhata et Hart (1996) et Stute
(1997). Dans le méme ordre idées, certains auteurs se sont intéréssés a des problemes
de validation de modeles paramétriques contre des alternatives de type de celles
des modeles étudiés dans le Paragraphe 4.5 précédent (Cf. eg. Horowitz et Hardle
(1994)). D’autres auteurs se sont intéressés a la question du choix de variables ex-
plicatives, toujours dans une optique de réduction de dimension liée au fléau de
la dimension évoqué ci-dessus. C’est le cas en particulier de Zhang (1991), Vieu
(1994b) et Lavergne et Vuong (1996). Un autre champ de recherche d’actualité re-
lativement voisin de ceux que 'on vient d’évoquer, est celui ou certaines contraintes
paramétriques sont introduites sur certaines des variables explicatives. Dans ce cadre
nous nous limiterons a citer citons les travaux récents de Aneiros (2001) concernant
des modeles partiellement linéaires et ceux de Orbe (2000) concernant des modeles
paramétriques a coefficients fonctionnels, travaux a partir desquels le lecteur devrait
pouvoir remontter a la plupart de la littérature dans ces domaines.

4.6 Exercices

Sauf mention explicite du contraire, les définitions et notations utilisées dans les
énoncés de ces exercices sont identiques a celles utilisées dans tout le chapitre.

Exercice 4.1 a. Montrer que tout noyau multivarié s’écrivant comme produit de
noyauz univariés d’ordre k > 0 au sens de (2.9) est un noyau d’ordre k au sens de
la Définition 4.2.1.
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b. En déduire que

K(ty,...,t,) = (Z)p(l—ﬁ) X ...ox (1—1t2),

est un noyau p dimensionnel d’ordre 2.

Exercice 4.2 Démontrer que tout noyau p dimensionnel d’ordre k > 2 prend nécessairemer
des valeurs négatives.

Exercice 4.3 Cet exercice a pour but d’établir des propriétés de convergence presque
compléete ponctuelle pour ’estimateur

. ] — - X;
f(w)ZWz;K(xh )

de la densité f de X au point x.

1. Dans cette question on se place sous les hypotheses du Théoréeme 4.2.1.
a. En s’inspirant de ce qui a été fait pour prouver (4.14), montrer que [’estimateur
de la densité vérifie (4.22).

b. Montrer qu’il existe une constante finie C telle que pour tout eg > 0 on ait :

P

)Ef(w)—f(w)’ > € lsif] < 24, (4.78)

En déduire une propriété de convergence presque complete vers 0, avec vitesse, de

Ef(x) = f(x).

2. En utilisant les deuzr questions précédentes, construire un ensemble d’hypothéses

~

permettant de montrer que l’estimateur a noyau de la densité f(x) converge presque

k
" T 2k+p
stirement vers f en <l” ) .
ogn

Exercice 4.4 En s’inspirant de la preuve des Théoremes 2.3.3 et 4.2.1, démontrer
le Théoreme 4.2.3.
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Exercice 4.5 En reprenant la démarche de I’Exercice 2.5, démontrer le résultat du
Théoreme 4.2.2.

Exercice 4.6 On se place sous les conditions du Théoreme 4.2.4, et l’objet de cet
exercice est de prouver ce théoréme.

1. En s’inspirant des calculs effectués pour démontrer (4.14), établir que
supses|Eg(x) — g(x)| = O(h*). (4.79)

2. En utilisant (4.16) et en s’inspirant de la démonstration de (2.43), démontrer
qu’il existe des constantes strictement positives Ay, Ay et Az telles que pour tout
e >0 on ait

logn

€2
| < An~a s, (4.80)

P | supges |Eg(z) — g(z)| > €

N.B. On pourra aussi s’inspirer de la preuve du Lemme 5.1.6 du Chapitre 5 pour
traiter cette question.

3. Etablir des résultats analogues a (4.79) et (4.80) mais concernant 'estimateur de
densité f.

4. En déduire que le résultat du Théoreme 4.2.4 est vrai.

5. Déduire un résultat analogue a celui du Théoreme 4.2.4 mais pour ['estimateur
de densité f.

Exercice 4.7 On se place sous les conditions du Théoreme 4.2.5, et l’objet de cet

exercice est de prouver ce théoréeme. La démarche est analogue a celle suivie lors de
I’Exercice 4.6.

1. Montrer que

supges|Eg(z) — g(x)| — 0, (4.81)
et .

supzes|Ef(z) — f(x)| = 0. (4.82)

2. Justifier du fait que les résultats de la question 2 de I’Exercice 4.6 sont applicables
en [’état.
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3. Déduire des deux questions précédentes que le résultat du Théoreme 4.2.5 est vrai.

4. Enoncer un résultat analogue a celur du Théoréeme 4.2.5 mais pour [’estimateur
de densité f.

Exercice 4.8 On se place sous les conditions du Théoreme 4.2.6, et ['objet de cet
exercice est de prouver ce théoreme.

1. Montrer que
supses|Eg(x) — g(x)| = O(h?). (4.83)

2. Justifier du fait que les résultats de la question 2 de I’Ezercice 4.6 sont applicables
en l’état.

3. Conclure.

4. Enoncer un résultat analogue a celur du Théoreme 4.2.6 mais pour [’estimateur

~

de densité f.

Exercice 4.9 FEcrire la démonstration complete du Théoreme 4.3.1.

Exercice 4.10 On se place sous les hypothéses du Théoréeme 4.3.2.

1. Montrer que l'on a :

Ernw(z) = r(z). (4.84)

2. Montrer que ['on a :
=0 ! 4.85
var(ryw(z)) = <W)’ p.co. (4.85)

3. En déduire le résultat (4.51).

4. Renforcons a présent les hypotheses en supposant vérifiées celles du Théoréeme
4.83.4. Montrer en procédant de maniére analogue aux 3 questions précédentes que
le résultat (4.57) est vrai.
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Exercice 4.11 Soit X', ... XP des variables aléatoires réelles supposées étre indépendantes
et suivant chacune une loi uniforme sur [0,1]. On considére l'intervalle I, = [0, h],
et on note F,(h) la proportion de X’ appartenant a Iy, :

12
Fp(h) = - Z I{Xjelh}-
b =

1. Exprimer F,(h) en fonction de p et h. Calculer la taille d’échantillon n nécessaire
(en fonction de p) pour avoir en moyenne 10 données dans l'intervalle Iy,. Com-
mentaires.

2. Reprendre lexercice en remplacant la condition d’uniformité sur les variables X7

par la condition d’existence d’une densité pour (X1, ..., XP) par rapport a la mesure
de Lebesgues sur RP.

Exercice 4.12 Considérons le modéle additif défini par (4.66) et (4.67). On note
f7 la densité marginale de chaque variable explicative réelle X7, densité que l'on
suppose exister.

1. Montrer que :
po= / r(zt, . 2P) fH(aY) .. fP(aP)dat .. da?.
RP
2. Montrer que pour tout j an a :
o+ rl(z?) = /Rpl r(at, .l T P Ty (f1(2h)dat)

3. A partir de ce qui précéde, proposer de maniére empirique des estimateurs des
composantes fonctionnelles additives r’(.) du modéle (4.66).
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Chapitre 5

Régression non-paramétrique pour
variable aléatoire fonctionnelle

Ce chapitre est consacré a 1’étude de deux modeles de régression non-paramétrique
lorsque la variable explicative est a valeurs dans un espace vectoriel semi-normé alors
que la variable réponse est scalaire. Un travail fondateur des techniques développées
dans ce chapitre peut étre trouvé dans Ferraty et Vieu (2000). Dans un premier
temps, on s’intéresse a un échantillon indépendamment et identiquement distribué
(i.i.d.); on parle alors de cas indépendant. Un estimateur non-paramétrique est in-
troduit pour lequel nous établissons des propriétés asymptotiques. Dans un second
temps, on propose une extension du cas indépendant au contexte des séries tempo-
relles. On dispose alors d’un échantillon identiquement distribué mais pour lequel
on ne suppose plus I'indépendance ; on parle génériquement du cas dépendant. Les
résultats obtenus dans le cas indépendant sont alors généralisés afin de pouvoir trai-
ter les séries chronologiques. Soulignons I'importance d’étudier le cas dépendant car
il débouche, lui aussi, sur de nombreuses applications (prévision de la température du
courant marin El Nino, prévention d’infarctus en fonction d’électro-cardiogramme,
prévision de rendement de cultures, prévision de valeurs boursieres,...).

D’un point de vue théorique, 'utilisation de v.a.f. introduit une importante dif-
ficulté supplémentaire puisqu’on ne peut plus se permettre de manipuler la fonction
de densité aussi facilement que dans le cas réel (Cf. Chapitres 2 et 3) ou encore
dans le cas vectoriel (Cf. Chapitres 4). On est donc amené a donner des écritures
probabilistes qui nous conduisent a des hypotheses agissant directement sur la distri-
bution de la v.a.f. plutot que sur la densité comme dans le cas réel ou vectoriel. Par
ailleurs, nous verrons au fil des développements asymptotiques que les techniques de
démonstration utilisées s’inspirent en partie de celles employées dans les Chapitres
précédents.

99
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5.1 Echantillon i.i.d.

De méme que dans les cas d’une variable explicative réelle ou vectorielle (Cf.
Chapitres 2, 3 et 4), I’étude du modele de régression pour variable aléatoire fonc-
tionnelle nécessite une hypothese sur la distribution de la v.a.f. Comme nous le
verrons par la suite, cette derniere se traduit en termes de dimension fractale de
la mesure de probabilité associée au régresseur. Le premier paragraphe introduit le
modele de régression que 'on souhaite approfondir et précise les hypotheses fon-
damentales que doit vérifier la v.a.f. Au second paragraphe, nous construisons un
estimateur non-paramétrique en adaptant l'estimateur de Nadaraya-Watson a ce
contexte fonctionnel. Les troisieme et quatrieme paragraphes sont consacrés aux
propriétés asymptotiques de cet estimateur. Enfin, notons que la dimension frac-
tale de la mesure de probabilité associée a la variable explicative fonctionnelle va
jouer un role prépondérant puisqu’elle intervient directement dans les vitesses de
convergence.

5.1.1 Présentation du modele

On s’intéresse a un modele de régression non-paramétrique de Y en X, ou Y est
une variable aléatoire réelle et X est une variable aléatoire a valeurs dans un espace
vectoriel semi-normé (H, ||.||), X et Y étant définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P). Dans un tel cadre, nous cherchons & estimer l'opérateur fonctionnel @
défini par

Y = ®(X) +e, (5.1)

ou € est une variable réelle centrée et indépendante de X. De tels modeles recouvrent
bien sur les modeles classiques de régression quand H = R ou RP, mais offrent sur-
tout de nouvelles perspectives dans de nombreux domaines d’application lorsque
la variable explicative X est de nature fonctionnelle; on parle alors génériquement
d’analyse de données fonctionnelles (cf. eg. Ramsay et Silverman, 1997).

Notre démarche repose sur une hypothese dont l'originalité réside dans la pos-
sibilité de l'interpréter en termes de dimension fractale de la loi de probabilité de
la v.a.f. X (cf. Exercice 5.1). Cette hypothese fondamentale s’exprime de la fagon
suivante : supposons que pour un point fixé z € H, on ait :

. P(X eB(x,a
lim ( (z,)) = c(x), (5.2)

a0+ ad(@)

ou §(z) et c(x) sont deux réels strictement positifs et ou B(z, a) désigne la boule de
centre x et de rayon a pour la topologie associée a la semi-norme ||.||.



5.1. ECHANTILLON LID. 101

Nous verrons que cette hypothese nous permet d’obtenir la convergence presque
complete de notre estimateur (cf. Théoremes 5.1.1 et 5.1.2), sous réserve que ® soit
suffisamment “régulier”. En revanche, des qu’on s’intéresse aux vitesses de conver-
gence, nous devons renforcer I’hypothese (5.2) par 'existence d'un réel b(z) stricte-
ment positif tel que pour « au voisinage de 0 on ait :

P(X € B(x,a)) = ’@e(z) + O(a’@ @), (5.3)

Les vitesses de convergence peuvent étre ainsi précisées (cf. Théoreme 5.1.3) pour
des opérateurs ¢ vérifiant une condition de régularité supplémentaire. Enfin, notons
que les techniques de démonstration employées dans le cadre de v.a.f. s’inspirent
largement de celles utilisées dans le cas réel (Cf. Chapitre 2). Par ailleurs, il est
facile de faire le lien entre les hypotheses (5.2), (5.3) et celles usuellement employées
dans le Chapitre 4) traitant du cas vectoriel (cf. partie 3) de I'Exercice 5.5).

5.1.2 Présentation de ’estimateur de ¢

On s’intéresse a l'estimation de opérateur ®(z) = E(Y|X = x) a partir de n
observations indépendantes (X;,Y;)i=1,., du couple (X,Y). L'estimateur ®,(x) de

®(x) est défini par :
= wi(2)Y; (5.4)
=1

e (1
ECoN

h étant une suite de nombres positifs. Il s’agit d’une version de l'estimateur de
Nadaraya-Watson adaptée au cas ou la variable explicative est a valeurs dans un
espace semi-normé. Son principe est le suivant : étant donné un élément x de H,
on détermine ®,,(x) en moyennant les Y; selon une pondération qui accorde plus de
poids aux Y; pour lesquels les X; sont ”proches” de x :
e la semi-norme ||.|| mesure la proximité entre les courbes,
e la largeur de fenétre h controle le nombre de termes retenus dans le calcul de
la moyenne pondérée,
e le noyau K est une fonction décroissante : plus X; est proche de x c’est-a-dire
plus la quantité || X; — x|| est petite, plus le poids w;(x) est grand.
Notons que la principale différence avec le cas ou le régresseur est un vecteur réside
dans I'emploi de la semi-norme ||.|| pour mesurer la distance entre deux éléments de
H (hormis le cadre fonctionnel).

avec

w;(x) =
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5.1.3 Etude de la convergence presque complete

Commencons par donner les hypotheses communes aux résultats asymptotiques
auxquels nous allons nous intéresser :
e la largeur de fenétre h est telle que :

lim b= 0 et fim " — 0, (5.6)
n—o00 n—oo l0g 1
e le noyau K est tel que
K Lipschitzien d’ordre 1 et support(K) = [0, €] avec £ € RY, (5.7)
e la variable aléatoire réelle Y vérifie :
Y| < M < oo p.s. (5.8)

Théoreme 5.1.1 Convergence presque complete ponctuelle. Sous les hy-
potheses (5.2), (5.6)-(5.8) et si

® est continu en x, (5.9)
alors on a :
lim ®,(z) = ®(z) p.co. (5.10)
n—oo
Preuve. La démonstration de ce résultat est basé sur la décomposition suivante :
~ | O(x) 4
Op(z) = (z) = m——{gn(z) — ®(2)Cs5(2)} — ———{fnlx) = Cs(x)}  (5.11)

N X;— A X;— N
en posant f,(z) = —= 3" | K (”—ﬂ), In(z) = = Yo, YiK (”—ﬂ) et ol
Cs(z) est un réel strictement positif (dépendant de z ainsi que de la dimension
fractale 0(x)) qui sera précisé en cours de démonstration.

Lemme 5.1.1 Sous l’hypothése (5.7) et si
i) (5.2) est vérifiée, alors on a :

lim Ef,(z) = Cs(x). (5.12)

n—oo

i) (5.3) est vérifiée, alors on a :

Efu(z) = Cs(z)+ 0 (B*@). (5.13)
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Preuve.

i) Comme K est Lipschitzien d’ordre 1, K est en particulier continu. on peut
donc écrire :

T
)

K(t) = lim K;(t) ou K;(t) = > K(j&/I)jessG1e/a)-

J—o00

i
o

i1~ e 58 s ()

puis par équidistribution des X

. 1 ) X -z
Efu(e) = 0 { lim K, (W)}

D’ou (théoreme de la convergence dominée)
1 [X — =]
e i £ {2 ()

s =t ; 5(x) o bl
Bha) = i S K(e/) § (L) IS B IR DE)

Efn(x) =

ce qui amene a

( (j+})§h> o)
_ (J_f>‘““"> P(X € Bz, WJ))}
’ ()"
Posons
J—1 . 4(x) o(x)
Cote) = Jim e(2) Y K€/ { () (%) }
On a
Efu(x) = Cs(x) =
J-1 . §(a) .
. (J+1)¢ P(X € B(z,h(j +1)¢/J))
JIII{>lo =0 KU ( J ) ((j+1)5h>6(x) ~ o)
7
" [ P(X € B, hj€/]))
_ (%) ( (jg_h)5($;7 —c(x) | - (5.14)
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D’ou, grace a la condition (5.2) :

Efu(z) = Cs(x) =

(e (452 o ()

j=0

J-1

. o(x)
> {(K«j Y1)~ K (/) (%) o<1>} .

J—00
=0

La lere limite tend vers 0 (les termes de la somme s’annullent 2 & 2). De plus,
K Lipschitzien d’ordre 1 implique :

7 . 5(x)
Z{ (G + DELT) — K(j/.7)) ((’ Tj”f) o<1>H
<& Z| (G + 1E/T) — K(j€/ ) o(1)
J—1
ey
<@ 0 o(1).

0

.
I

Conclusion : pour tout € > 0, il existe un rang ngy a partir duquel
|Ef(x) — Cs(x)| < e.

Il suffit maintenant de préciser Cs(z) : en posant H(u) = K(u'/°®)), on ob-
tient :

£5(@)

Cs(x) = c(x) i H{(u)du,

3
Cs(x) = c(x)é(x)/o K (v)v°@~tdy.

ii) (5.14) et (5.3) permettent d’écrire :

d’ou l'on tire que

|Bfula) = Cile)| <

. 5(z) o(x)
{(K«j rue (55 - ke () ) 0 (hb‘x>>}|

<
—_

lim
J—o00

<.
Il
o
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J

. d(x)
Z{ (G 1)e/9) = KGe ) () O(hbm)}'-

0

+ lim

J—o0

Il suffit alors de reprendre les arguments développés précédemment pour conclure.

R N logn
fulz) — Efo(z) = 0(,/%) p.co. (5.15)
Preuve. On a

; coy Ly \ _ 1 1Xi — ] [ Xi — x|

g

Lemme 5.1.2

Il est clair que on a |A;,| < C;/h°@. De plus, en reprenant les calculs faits
précédemment, on a, d’une part,

lim § 5 EK I1X =2\ \* = lim <Ef (x)>2 = C2(2)
n—00 h‘5 h n—o0 " LA
et d’autre part, en remplacant K par K?2,

1 o (IIX — 2]

Comme

L[t |X = ] 1 IX — 21\
2 - 2 _ - -
B = 55w {hﬂx)EK < h o h ’

il vient que

1
2 —
On obtient alors en appliquant une version simplifiée d’une inégalité exponentielle
de type Bernstein dans le cas indépendant (Cf. Hoeffding, 1963 ou le Lemme 2.3.1

du Chapitre 2)

; ; [logn , logn K
P (‘fn(x) — Efa(z)| >n W) < Cyexp{—nn nh5(ﬂ’)74}’

ce qui équivaut a

P (]fn(x) — Efu(z)| > W%) < Cn=C7 (5.16)
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Ainsi, il existe 7y tel que

— s A logn
Z Pl fu(x) — Efa(x)] > Mo\/ W‘g(x)] < 0.

n=1

O
Lemme 5.1.3

lim £7,(z) = ®(z)Cs(x). (5.17)

n—oo
Preuve.

. 1 | X — =
Eg,.(z) = 50 EYK( . ),
1 | X — x|

Ceci se reéerit
; X —
EG(w) = ®(x) Efo(2) + 55 E((X) — @(2))K (W) |

et implique que

B (a)~ () Cs(x)| < |®(0)] [Eful) — Cs()] +0 EIR(X) -0 (a)] ‘K (IIX; x||) ‘ |

Le premier terme de la partie droite de cette inégalité tend vers 0 a cause du Lemme
5.1.1; le second terme tend aussi vers 0 a cause de la continuité de ® et en appliquant
une nouvelle fois le Lemme 5.1.1 au noyau | K]|.

U
—~ " logn
gn(z) — Egn(z) = O (\/ W) p.co. (5.18)

Preuve. Utilisons la décomposition suivante

Lemme 5.1.4

1 n
in (1) — Ein(z) = =S AL
Gn(x) — Egn() - ;1 i

ou
1 | Xi — x| | Xi — x|
A;J = 5@ {}QK(T) — EY;K(T) )



5.1. ECHANTILLON LID. 107

Il est clair, puisque Y est bornée, qu’en reprenant les arguments développés pour
prouver (5.15), on a

1 / 1
/ - 2 -
A L] < Cha(a:) et BAS, < Cha(x)'

Par analogie avec la fin de la preuve de (5.15), il suffit d’utiliser & nouveau l'inégalité
du Lemme 2.3.1 pour obtenir :

~ N logn —On2
P (!gn(:ﬂ) — Egn(z)| >/ %) < Cn~ 7. (5.19)

Ainsi, il existe 7y tel que

 p- . [ logn
Z PHgn(x) - Egn<x>| > Mo W] < o00. U

n=1

Finalement, la démonstration du Théoreme 5.1.1 se déduit aisément de (5.11) ainsi
que des quatre résultats intermédiaires précédents, a savoir (5.12), (5.15), (5.17) et

(5.18).

.

Intéressons-nous maintenant a la convergence presque complete uniforme sur un
compact S de l'espace semi-normé (H, ||.||). Il est clair que I'obtention de résultats

uniformes nécessite le renforcement des certaines hypotheses utilisées dans le para-
graphe précédent. En particulier, on rend uniforme I’hypothese (5.2) de la maniere
suivante :

lim sup
a—0t ;e9

{P(X € Bz, a))

ot

- c(m)} = 0 et infc(x) >0, (5.20)

€S

ol ¢ est un réel strictement positif ne dépendant pas de x. Notons que dans ce cas,
cette hypothese peut s’interpréter en termes de dimension de Hausdorff de la loi de
la v.a.f. X (Bardet, 1997, p28). On peut alors énoncer le résultat suivant.

Théoreme 5.1.2 Convergence presque complete uniforme. Sous les hypothéses
(5.6)-(5.8), (5.20),
O est uniformément continu sur S, (5.21)

alors on a :

~

lim sup |®,(z) — ®(z)| = 0 p.co. (5.22)

n—o0 zeS
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Preuve. La démonstration de ce résultat est en partie analogue a celle du Théoreme
5.1.1. En effet, la décomposition (5.11) s’écrit maintenant de la fagon suivante

() — D(z) = ﬁ{ﬁn(@ — O(z)Cs} - %{fn(@ — Cs}, (5.23)

3
ou Cs = ¢(x)d / K (v)v°~'dv est une constante strictement positive. En reprenant

0
alors les calculs faits précédemment, on montre que :

lim Eﬁ(x) = (s uniformément en z, (5.24)
n—oo
ce qui implique que
lim sup |Ef,(z) — Cs| = 0. (5.25)
n—00 48

Montrons maitenant le résultat suivant :

Lemme 5.1.5
lim sup |Eg,(z) — ®(x)Cs| = 0. (5.26)

n—o0 €S

Preuve. En remplacant K par |K| dans la preuve de (5.24), on a :

! |X — ]
lim FE’K <T = . (5.27)

Reprenons alors la preuve du Lemme (5.1.3) ; on en déduit que :

|EGa(z) — ®(2)Cs| < |®(x)] ‘Efn(:p) _ oé‘ n %E@(X) o) ‘K (HXh— xH) ‘

et en utilisant (5.27) ainsi que 'uniforme continuité de ®, pour tout e strictement
positif (ne dépendant pas de x), il existe n suffisamment grand tel que

|Egu(x) — ()| < c.
0.
Remarque. (5.21) entraine que ® est uniformément borné sur S.

Dans ce qui suit, v, désignera indifféremment f, ou g, :
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816113 @/Z;n(x) - E@Zn(x)‘ = 0 (\/ 12%) p-co. (5.28)

Preuve. S étant un compact de 'espace vectoriel topologique (#H, ||.||), S est un
fermé borné. Il existe donc un recouvrement fini de S tel que :

Lemme 5.1.6

S C O B(tg, 1),

k=1

avec T,l, = C et posons

On peut écrire :

~ ~ logn
P <ilelg V() — Ewn(@‘ > 2n nho ) S
R ~ logn
P (sup U (i) —Eiﬂn(tk(w))’ Y gé) *
€S nh
NS X -
R N N ~ logn
Te

~
B

e En ce qui concerne A :

A < P kmax

~ ~ logn

n(th(z)) — Eay(t x > —_—
Un(tr@) — EVn(tra)) n\/nh5>
~ ~ logn
Un(th(z)) — E¢n(tk’(:c))‘ >/ W)

[logn
> — | .
T )
D’ou, en utilisant (5.16), (5.19) et sachant que 7, = C/l,,, on a :
A < lgn—CnQ'

En prenant [, = n=¢ (¢ > 0) on obtient :

A < Cn o7 (5.29)

IN
“t?;/'\
—

< 7, max P(
k=1
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ZV(W) _K(nxi —htk(l«)lI)}‘

e En ce qui concerne B :

—~ ~ C
sup Un(2) = Vn(tr(z)) sup s

IN

C———sup ||z — t;
et S | @l

IN

IA
Q

Par ailleurs,

sup | B () — Etbn(tew)| < gSUpE ‘K (HX _HUH) K (HX —htk H)‘

z€S h® es h

C

IN

Ch5+1
nfc
h5+1 :

IA

<

D’ofl, en choisissant ¢ =1+, on a :

n=¢ B logn
gt ¢ nhe |

ce qui implique, pour n suffisamment grand, que

P( n
zesS

zeSs

> - ~ 1
Ax)—%(tk(m))hsup Ewn(x)—Ewn(tkw\ > 7 Zif) = 0.

Par conséquence, pour n suffisamment grand, on a B = 0.

Finalement :
" - logn —Cn? 414671
n(2) —Eiﬁn(x)‘ > 2ﬁ\/m) < Cn™™" :

P (
eSS

Il est clair qu’on peut toujours trouver 7 tel que le terme de droite de cette inégalité
soit le terme général d’'une série convergente, ce qui termine la preuve du Lemme
5.1.6. OJ

Enfin, il suffit d’écrire que

sup [ fu(@) = Cs| < sup|fu(w) = Efu(@)| +sup|Efu(z) — Gy

zeSs €S €S
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et
sup [gn(z) — @(2)Cs| < sup [ga(z) — Egn(z)| + sup [EG,(z) — ®(2)Cy],

zeSs €S €S

d’utiliser (5.23), (5.25), (5.26), (5.28) pour en déduire (5.22), ce qui acheve la
démonstration du Théoreme 5.1.2. [J

5.1.4 Vitesse de convergence presque complete

Théoreme 5.1.3 Vitesse de convergence presque complete ponctuelle. Sous
les hypotheses (5.3), (5.6)-(5.8) et si

() — 2(v)] < Cllu— ]|, (5.30)
h = hy (loin) ™ od v(z) = min{b(x), B}, (5.31)
alors o
N ] T T6@
O(z) — d,(x) =0 (( Oin) ' ) p-co. (5.32)

Preuve. Le résultat i) du Lemme 5.1.1 nous dit que
Efo(z) = Cs(x) + O(h'@), (5.33)

Par ailleurs, au cours de la preuve du Lemme 5.1.3 on a vu que

. A 1 X —=z
Binle)-0(e)Cs)] < 0] | (o) ~ Coo) | g Bl 00 -] |k (E .
Gréace a la condition (5.30) sur ® et (5.33) on obtient

Ejn(z) = Cs(x)®(z) + O(h*®) + O(h?). (5.34)
En combinant ces deux résultats avec la décomposition
~ 1 R d(x) 4
Bu(r) = B(2) = ——{ue) — B@)Cs(@)} — 2L {f (@) = Co(a)},

fal) ()

puis en utilisant (5.33) et (5.34) ainsi que les Lemmes 5.1.2 et 5.1.4, on arrive a

B() — Bx) = O(1) + O+ 0(1/ 9

11 suffit de remplacer h par sa valeur pour obtenir (5.32). O

Une version du Théoreme 5.1.3 peut étre obtenue moyennant quelques aménagements
(Cf. Exercice 5.3).
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5.2 Extension aux séries temporelles

Comme nous 'avons déja précisé en début de ce chapitre, le cas dépendant joue
un role important en statistique puisqu’il permet en particulier le traitement des
séries chronologiques. D'un point de vue théorique, nous ferons appel a des outils
déja présentés au Chapitre 3, lesquels, combinés aux hypotheses sur la distribution
de la v.a.f. nous permettrons l'obtention de résultats asymptotiques. Le premier
paragraphe donne une description du probleme que nous allons traiter. Le second
paragraphe rappelle le modele de dépendance que nous utilisons, lequel a déja été
abordé au Chapitre 3. Quant au troisieme paragraphe, il nous conduit au coeur du
sujet puisqu’il présente successivement le modele de régression sous sa formulation la
plus générale ainsi que 'estimateur. Quant aux derniers paragraphes, ils présentent
les propriétés asymptotiques de 'estimateur proposé. Enfin, nous reprenons dans
cette section les notations introduites dans la section 5.1 de ce Chapitre.

5.2.1 Position du probleme

A titre d’exemple introductif, placons nous dans le cadre d’une variable aléatoire
fonctionnelle Z a valeurs dans F, espace de fonctions définies sur R, et supposons
que l'on observe Z(t) pour t appartenant a l'intervalle [0, T]. Soit 0 = t; < t3 <
o <ty < tpyr = T une subdivision de [0, 7. A partir de Z, on peut construire n
v.a.f Xy, ..., X, définies par :

Xi(t) = ZO) 1y, (), Vi=1,... n.

Il est clair que pour tout ¢ appartenant a [0, 7], on a

Z(t) = in@).

Soit maintenant Y3,...,Y, 1, n — 1 v.a. réelles définies par :
Y;‘ == F<Xi+1)7 Vizl,...,n—l,

ou F' est un opérateur connu défini sur F et a valeurs dans R. Ainsi, ayant a notre
disposition (X, Y;)i=1.. n-1, échantillon de taille n—1 du couple (X, Y), il est naturel
de poser le probleme de I'estimation de 'opérateur ® défini par :

O(z) = EY/X =x). (5.35)

En particulier, peut-on estimer une valeur future de 7 connaissant son passé? Le
probleme tel qu’il est posé par la relation (5.35) est étroitement lié avec le modele
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de régression posé dans le cas indépendant. C’est pourquoi, tant du point de vue
de l'estimateur que du point de vue de I’étude théorique, on s’inspire largement de
ce qui a été proposé dans le cas indépendant. Par ailleurs, pour fixer un peu plus
les idées sur les applications qui peuvent découler de ce type de modele, il suffit de
préciser la forme que F' peut éventuellement prendre :
o YV, = F(X;y1) = Xisa(tip1 +7) avec tipq + 7 € [tit1; tiva], ce qui correspond
a un objectif de prévision classique (.i.e quelle sera la valeur de Z a l'instant
T+717),
o Vi = F(Xiy1) = SuDyepy,, ;0| Xit1(t)], ce qui correspond a la prévision de
maxima (crues, éruption volcaniques, valeurs boursieres,...).
Au travers de ces diverses formes de F', on s’apercoit de I’énorme potentialité de ce
type de modélisation en termes d’applications. Notre objectif est donc de développer
des méthodes capables d’appréhender de telles situations. Ainsi, nous aborderons
dans les prochains paragraphes les aspects théoriques liés a une telle modélisation
statistique.

5.2.2 Modele de dépendance

Comme dans le Chapitre 3, nous modéliserons la dépendance par la notion de
mélange fort appelé encore a-mélange. Afin d’éviter de trop nombreuses références
au Chapitre 3, ceci dans le but de faciliter la lecture de ce document, nous rappelons
brievement les différentes notions liées au mélange fort. En revanche, pour plus de
précisions, nous renvoyons le lecteur au Paragraphe 3.2 du chapitre 3.

Soit {A;, i € Z} une famille de variables aléatoires a valeurs dans un méme
espace probabilisable (H, By ). Pour tout couple (7, j) dans Z U {—o0, +00}, on note
Uf la tribu engendrée par {Ag, i < k < j}. On appelle coefficients de mélange fort,
les réels a(n) définis par

a(n) = sup |P(AN B)— P(A)P(B)|, (5.36)
{k€z, Aec® _, BEU;_E;}
et on dit que la famille {A;, i € Z} est fortement mélangeante, ou a-mélangeante,
si l'on a
limy, oo a(n) = 0. (5.37)

On définit alors deux types particuliers de mélange fort :
e s’il existe deux constantes ¢ € R*T et a € R*T telles que les coefficients de
mélange vérifient
an) <en™ (5.38)

on dit que la famille {A;, i € Z} est algébriquement a-mélangeante,
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e g'il existe deux constantes s € R*t et ¢t €]0, 1] telles que les coefficients de
mélange vérifient

a(n) < st”, (5.39)

on dit que la famille {A;, i € Z} est géométriquement a-mélangeante.
Nous rappelons aussi les outils fondamentaux pour 1’étude théorique dans le cas
d’une famille de variables aléatoires algébriquement a-mélangeante, a savoir I'inégalité
de type Fuk-nagaev sous mélange algébrique et 'inégalité de covariances pour va-
riables bornées :

e Inégalité de type Fuk-Nagaev sous mélange algébrique. Soit {A;, i €
N} une famille de variables aléatoires a valeurs dans R qui vérifient la condition
de mélange fort (5.37) avec des coefficients & décroissance algébrique tels que
définis en (5.38). On pose

52 = ii lcov(A;, Aj)].
i=1 j=1

Si [|Aillee < 00, Vi, alors on a pour tout € > 0 et pour tout r > 1 :

- 2\ 2 2r\ 1!
> Apl>4e| < 4 (1 + —2) + 2ner! (—) : (5.40)
1 rs €

e Inégalité de covariance pour variables bornées. Soit {A;, i € N} une
famille de variables aléatoires a valeurs dans R qui vérifient la condition de
mélange fort (5.37), et telle que ||A;]|oc < o0, Vi. On a pour tout ¢ # j :

P

|cov(Ai, Ag)| < 4| Ailloo|[Ajlsoar(li = 51)- (5.41)

Enfin, pour plus de détails sur ces inégalités, et en particulier en ce qui concerne la
bibliographie, nous conseillons au lecteur de revenir au § 3.2 du Chapitre 3.

5.2.3 Régression sous mélange fort ; présentation du modele
et définition de ’estimateur

Plutét que de poser le modele en termes de série temporelle, nous allons nous
placer dans le cadre plus général du probleme de régression d'une v.a.r. Y en une
v.a.f. X, ceci sous condition de mélange fort. On s’intéresse donc au modele :

Y = &(X)+e,

ou € est une variable aléatoire réelle centrée et indépendante de X. Ceci revient
a estimer ®(z) = E(Y/X = z) a partir d’'un échantillon {(X;,Y;), i = 1,...,n}
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identiquement distribué. La principale différence avec ce qui a été fait au Paragraphe
5.1 vient de 'hypothese de mélangeance s’appliquant aux couples (X;,Y;) :
la suite {(X;,Y:), i =1,...,n)} est a-mélangeante. (5.42)

L’estimateur que nous étudierons est 'estimateur déja présenté dans le Paragraphe
5.1 de ce chapitre, a savoir :

D,(z) = Z%l Y, K ( !{X_T_l )
st (25)

Par ailleurs, pour pouvoir étendre au cas dépendant les résultats obtenus dans le
cas indépendant, nous allons faire une hypothese supplémentaire agissant sur la
distribution conjointe du couple (X;, X;) pour i # j. En effet, nous verrons que la

, Vo € H. (5.43)

convergence presque complete ponctuelle de notre estimateur @n(x) se déduit de
Iexistence d’un réel dy(x) strictement positif tel que, pour i # j, on ait

. P Xi, X:)eB , x B ,

lim ( ) (z,0) (z,0)) = c(x). (5.44)

a0t d(x)+00(z)

Notons que lorsque (X;, X;) est un couple de variables aléatoires réelles, I'hypothese
(5.44) revient a supposer l'existence d’'une densité pour la distribution conjointe du
couple (X;, X;), ce qui nous ramene a I’hypothese (3.17) du Chapitre 3.

5.2.4 Etude asymptotique de s2

Les résultats fournis par le Paragraphe 5.1 proviennent généralement d’'une décomposition
biais/variance. Sous 'hypothese de dépendance, seuls les termes issus du calcul de
la variance changent puisqu’on est contraint d’inclure des termes de covariance.
C’est pourquoi, dans un premier temps, on va se focaliser sur la majoration (pour
n suffisamment grand) de la quantité

52 = Z Z cov(A;, Aj), (5.45)
i=1 j=1

ou les n variables aléatoires {A;};—; ., sont définies par :

A =YK <w> —E (YjK (”‘”_—hX”» Jl=0oul=1 (5.46)

Remarque. Il faut d’abord s’assurer que les v.a.r. A; ainsi définies forment bien
une famille de v.a. fortement mélangeante. Dans ce but, rappelons que la v.a.f. X
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est définie sur I’espace probabilisé (€2, A, P) et a valeurs dans un espace semi-normé
H. 11 suffit alors de munir H de By ||, la tribu engendrée par les ouverts de H au sens
de la topologie de la semi-norme ||.|| pour que la famille de v.a. {A;}; soit fortement
mélangeante.

Proposition 5.2.1 Sous les conditions (5.2), (5.6)-(5.8), (5.38) et (5.44), on a :

s2 = o(nh’™) +0 <n2 (@ log n)a> , (5.47)

n

ot 0*(x) = min{d(x), do(x)}.
Preuve. En effet, K borné avec support(K )= [0, ] implique que

K <w) < Clpaen(Xi), Yi=1,...,n.
Sachant que Y est borné, on en déduit que
lcov (A, Aj)| < CP((Xy, X;) € B(x,a) x B(z,a))+C'P(X; € B(z,a)) P(X; € B(z,a)),
et en utilisant (5.2) et (5.44) on a :

lcov (Ai, A})| = ORI+ 4 O(p%@) = Q¥+ @),
Par ailleurs, comme dans le Paragraphe 3.2, en remarquant d’apres (5.41) que

lcov(A;, A;)] < Ca(li — j]),
on peut écrire que :
ALY Y 0o S alioi
{li=jl<un} {li=gl>un}

D’ou
s2 = O (R @ny, +n’a(u,)) .

1 suffit maintenant de prendre u, = 1/(h% @ logn) et d’utiliser la définition concer-
nant le mélange algébrique pour obtenir (5.47). OJ

Corollaire 5.2.1 Supposons de plus que les coefficients de mélange sont liés a la
largeur de fenétre par la relation

30 > 0, R @=0@ = O(n~179). (5.48)

Alors on a
52 = o(nh%®). (5.49)
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Preuve. Il suffit de remarquer que
n? (K@ logn)"
nhé@)

Puisque h®" @)@ = O(n=17%) on a

— nha&*(x)fé(x) (lOg n)a.

.0

2 (1,0*(x) a a
n? (R*"® logn) < C(log n)
nhé(@) n?

5.2.5 Convergence presque complete

Théoreme 5.2.1 Convergence presque complete ponctuelle. Sous les hy-
potheses (5.2), (5.6)-(5.9), (5.44) et en supposant que la condition de décroissance
algébrique (5.38) soit satisfaite pour une valeur de a vérifiant

30 > 0, 3y > 0, Jez > 0, conl@m@ ) < h < einlFEwae ), (5.50)
alors :
lim ®,(z) = ®(z) p.co. (5.51)
n—oo

Preuve. La démonstration de ce résultat est calquée sur celle du Théoreme 5.1.1.
Notons que I'étude du biais, c’est-a-dire les Lemmes 5.1.1 et 5.1.3 restent inchangés.
Autrement dit, 'hypothese de dépendance n’affecte pas les calculs effectués dans la
preuve de ces deux lemmes. En revanche, nous allons voir que la démonstration des
lemmes 5.1.2 et 5.1.4 dans le cas de dépendance nécessite certains aménagements.
Ainsi, pour montrer le Théoreme 5.2.1, il suffit de prouver le résultat suivant :

Lemme 5.2.1 Si les hypotheses (5.2), (5.6)-(5.8), (5.44) et (5.50) sont vérifiées,
alors il existe v > 0 et n > 0 tel que l'on ait :

P(\Eﬂx)—f(x)\ >m/%) = 0(n"™), (5.52)
P (!Eg(g;) —g(z)| > m/%) = 0(n ). (5.53)

Preuve. Les deux résultats se démontrent simultanément en posant

~

P(a) = f(x) ou g(o).
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Notons tout d’abord que l'inégalité de droite de la condition (5.50) implique que
(5.48) est réalisée, et donc que (5.49) est vérifiée. Une application directe de (5.40)
aux variables

X;— X; —
A =YK (—” hé(z)ﬂ') ~ BY/K <—” hé(x)"””) l=0oul=1

amene alors en utilisant (5.49), que pour € > 0 et pour r > 1 on a
P (‘Ezﬁ(as) - 121(93)‘ > e> = P ( ZAi > enh‘s(x))
i=1

2nhi@)\ "2 . gr \“t

IN

Ainsi on arrive a

. . logn n?logn\ 2
P (‘Ew(m) - w)\ > —nhé(x)> < 4 <1 AT +
~(at1)

] a+1
2ner ! (—T> (nh‘s(“’) log n) 2
n

On choisit alors r de telle sorte que logn = o(r), et on arrive a

5 5 | logn _n2logn
P(‘Ew(x)_¢($>‘>77 W) < Ce” 3 +

, _atl) . d@)at))
Cp~ @t pl="5 o=z

On peut toujours choisir r sous la forme r = C(logn)? et on arrive alors &

. : 1 n’
P(‘E¢(m)—¢(m)‘>m/%> < On %+

§(z)(a+1)
2

Cn'z"h~ (logn)®*.  (5.54)

Grace a 'inégalité de gauche de la condition (5.50), il existe v > 0 pour lequel

R N logn _n? 1w
P(‘E¢(m)—w(x))>m/%> < On:4+ont,

d’ou pour n suffisamment grand on a

S 1
P (’Ew(x) ~ ()| > W%) < Cn .0
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Remarque. Pour que la condition (5.50) soit vérifiée, il faut nécessairement que

3—a < 1
(a+1)d(z) d(z) — ad*(x)

< 0,

ce qui entraine que le coefficient a de mélange algébrique doit nécessairement satis-

faire :
3 4(z) 5(x)\> o) 9
> -4+ —= —
R \/(5*@) ORE
En particulier, pour 6(x) = 6*(x) = 1, on retrouve bien la condition nécessaire
(3.483) du Chapitre 3 que doit vérifier a dans le cas réel. Le prochain résultat que
nous présentons est une version uniforme du Théoreme 5.2.1. Bien entendu, comme

précédemment, nous sommes amenés a renforcer certaines hypotheses. Dans ce but,
on considere un compact S de H.

Théoreme 5.2.2 Convergence presque compléte uniforme. Si les hypothéses
(5.6)-(5.8), (5.20), (5.21) sont satisfaites, si

{P((Xi,Xj) € B(z,a) x B(z,a)) C,(x)} _ o, (5.55)

aé-i—éo

lim sup
a—0t xeS

ou O et 0y sont deux constantes strictement positives ne dépendant pas de x dans S,
si la condition de décroissance algébrique (5.38) est vérifiée pour une valeur de a
telle que

40 > 0, de; > 0, dey > 0, 02n<5(af1_)15+2+9> <h< cln(éfzé* 79), (5.56)

avec 6* = min(4,dg), alors on a :

~

lim sup [®,(z) — ¢(x)| = 0 p.co. (5.57)

n—00 pcg
Remarque. Si 6 = §y = 1, la condition (5.56) s’écrit

1

40 > 0, de; > 0, dey > 0, czn(i%gw) < h< cln(ﬂfa),

On retrouve bien ainsi la condition explicitée dans le cas réel pour un noyau Lip-
schitzien d’ordre 1.

Preuve. Notons qu’en remplacant (5.44) par la condition (5.55) et en utilisant la
partie droite de (5.56), le Corollaire 5.2.1 nous donne un résultat uniforme en x sur
S, c’est-a-dire :

s> = o(nh?), Yz € S. (5.58)

n
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Par ailleurs, la trame de la démonstration de (5.57) est analogue a celle du Théoreme
5.1.2. En effet, on peut toujours écrire que

1 d(x)

O, (z) — B(z) = m{gnm—@(x)cg}— 2 (ﬁ){fm—c&}, (5.59)

3
ou Cs = ¢(x)d / K (v)v°~'dv est une constante strictement positive. En reprenant

0
alors les calculs faits pour le Théoreme 5.1.2 et en remarquant que toutes les ap-
proximations qui y étaient faites sont maintenant uniformes en x a cause de (5.20)
on montre, d'une part, que

lim sup |Ef,(z) — Cs| = 0, (5.60)
n—oo zeS
et d’autre part, que
lim sup |Eg,(z) — ®(z)Cs| = 0. (5.61)
n—00 eSS

Dans ce qui suit, v, désigne indifféremment f,, ou g, :

Lemme 5.2.2
~ ~ logn
sup | () — Ewn(x)) = 0 (\/ %) p.co. (5.62)
€S nh

Preuve. S étant un compact de 'espace vectoriel topologique (#H, ||.||), S est un
fermé borné. Il existe donc un recouvrement fini de S tel que :

S C O B(tk, ln),

k=1
avec T,l, = C et posons

On peut écrire :

~ -~ 1
P(ﬁgg wn(x)—Ezbn(fv)‘ > 277\/%) <

~ ~ ~ ~ 1
P (sup Dul) = Dlthiey) = Bn(2) + Biltya)| > ny/— ") +

€S nh5

[\ J/

A

~ ~ logn
P (ilég U (tia)) Un(tr)| > LAY >

[ J/

~
B
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e En ce qui concerne A :

~ ~ C IC | Xi — | X — trw |
W(@) = Dultiy)| < sup— | S d k(2 e (1ol
Sup V() = Ynlte)) SUp s 121{ < . .
1
< O ot SuP | — i)l
Iy
S Ch5+1

D’ou, en choisissant [,, = hg“n’%, on a :
ln logn
ho+1 0 nhd |’
ce qui implique, pour n suffisamment grand, que

~ ~ logn
P — t —— | = 0.
(:ceS n(@) = ¥n k(x))’ =N s ) ’

Par conséquence, pour n suffisamment grand, on a A = 0.
e En ce qui concerne B :

B < P max

< ip(

< 71, max P(
k=1

~ 1

nh®

~ ~ logn

1
n(tr(@)) — Eiﬁn(tk(x)‘ > 7 Zi?)

D’ou, en utilisant (5.54) et sachant que 7,, = C/l,, il vient que :

B < %(cn—%ﬁ +Cnlz"h—‘““§”).

En prenant [, = h3*1n=3 on obtient :

41, o+ 54
2 2

B < C’nf_ﬁ “3l gy opettap (5.63)

Il est clair qu'on peut choisir 7 suffisamment grand tel que le ler terme de
droite de I'inégalité (5.63) soit le terme général d'une série convergente. Par
ailleurs, l'inégalité de gauche de la condition (5.56) nous permet de dire que
le second terme de l'inégalité (5.63) est aussi le terme général d'une série
convergente, ce qui termine la preuve du Lemme 5.2.2. [
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Enfin, il suffit d’écrire que

sup | fu(@) — Cs| < sup |fu(@) — Efa()| +sup |Efu(z) — Cs|
z€eS z€eS x€S
et

sup |gn(z) — ®(2)Cs| < sup|gn(z) — Egn(x)| + sup |Eg,(z) — ©(x)C5|,
€S €S €S

d’utiliser (5.59), (5.60), (5.61), (5.62) pour en déduire (5.57), ce qui acheve la
démonstration du Théoreme 5.2.2. [J

5.2.6 Vitesse de convergence presque complete

Théoreme 5.2.3 Vitesse de convergence presque complete ponctuelle. Sous
les hypotheses (5.3), (5.6)-(5.8), (5.30) (i.e. |®(u) — ®(v)| < Cllu —v||?), (5.31)
1

(i.e. h = hg (k’%) @R oy y(x) = min{b(x), B}), (5.44) et (5.50), alors

(=)
~ 1 23 (@)+(x)
O(z) — @,(x) =0 (( ogn) > p.co. (5.64)
n
1
Remarque. Lorsque h = hyg (10%) @@ a condition (5.50) est vérifiée des que

)
a > max{3+2ﬂ, "
v(z) 6*(x)
Preuve. En reprenant la démonstration du Théoreme 5.1.3, il vient, d’apres (5.33),
que

(3() + 6<x>>} .

Ef,(x) = Cs(z) + O(h?®),
et d’apres (5.34), on a

Egn(z) = Cs(z)®(z) + O(R"™@) + O(hP).

De plus, en utilisant le Lemme 5.2.1, on a

Efn(x) —f(x)‘ = O( logn) p.co.,

et

. . logn
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Il suffit de combiner ces quatre derniers résultats avec la décomposition

P (w) - D(r) = 7 tw) {gn(2) — @(2)Cs(2)} — f((?) {ful) = Cs(2)}

pour obtenir

D, (z) — ®(z) = O’ + O™+ 0 (\/ %) p.co.

logn
n

()
~ 1 27 (@) +6(2)
O(z) — D,(z) =0 (( ogn) ) p.co. O

n

1
Remplacons maintenant h par hq ( )27(””5“) dans cette derniere équation ; on a

ainsi :

5.3 Exercices

Exercice 5.1 Un des points essentiels de ce qui précéde réside dans [interprétation
de Uhypothese fondamentale (5.2) en termes de dimension fractale. En effet, par
définition, on appelle dimension (fractale) ponctuelle de la mesure de probabilité de
X (Cf. eg. Pesin, 1993, page 533 ou Bardet, 1997, Page 34), le réel positif §(z) tel

que

lim log P(X € Blz, )) = i(z). (5.65)

a—0+ log

Montrer que Uhypothese (5.2) implique que 6(x) est la dimension (fractale) ponc-
tuelle de la mesure de probabilité de X.

Exercice 5.2 On suppose que X est une v.a.f. a valeurs dans un espace de Hilbert
H muni du produit scalaire < .,.>. Montrer que les Théoremes 5.1.1, 5.1.2 et 5.1.3
peuvent toujours s’appliquer lorsque ®,, est défini par :

S ik ()
n(fﬂ) B Zn K (|<¢,Xi—:5>|)
=1 h

ou ¢ est un élément connu de H.

Exercice 5.3 En vous inspirant de la démonstration du Théoréeme 5.1.3, en rem-
plagcant (5.3) par

sup P(X € B(x,«))

z€eS al

= O(a”) et infe(z) >0,

€S

— ()
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ot b et § sont deuz réels strictement positifs ne dépendant pas de x et ot O(a®) ne
dépend pas aussi de x ; montrer alors que

sup |(z) — Bp(z)] = O ((loi”) +> p.co.

€S

Exercice 5.4 En vous inspirant de l’exercice précédent ainsi que des Théorémes
5.2.1 et 5.2.2, donner une version uniforme du Théoreme 5.2.5.

Exercice 5.5 SoitY une variable aléatoire réelle (v.a.r) et X une variable aléatoire
fonctionnelle a valeurs dans un espace vectoriel F muni de la semi-norme ||.||. On
s’intéresse au modele de régression non-paramétrique

Y = R(X) +e,

ou R est un opérateur défini sur F et a valeurs dans R et € une v.a.r. d’espérance
nulle et indépendante de X . Soit (X;,Y;)i=1,..n 1 v.a. identiquement et indépendamment
distribuées de méme loi que (X,Y). Dans tout ce qui suit, x désigne un point firé
de F. On définit alors un estimateur R,(z) de R(x) par :

n X;—x
Ru(x) i v (7))
n\T) = )
n g (Xl
i i (el

ot hy,(x) est une suite de nombres positifs telle que :

h
lim h,(z) =0 et lim (@)
n——+oo n—-+oo logn

—= —|—007
et ou K est un noyau borné tel que
/K(t)dt =1, support(K) =1[0,al.
R

L’objectif de ce probléme est d’étudier le comportement asymptotique de ﬁn s0uUS
l’hypothése fondamentale suivante :

la v.a.r. Z(x) = || X — z|| admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesque sur R, notée fy(y), telle que : fz(:)(0) € R

(i.){

On suppose de plus qu’il existe deux constantes Cy et B strictement positives pour
lesquelles ¥(u,v) € R?%, |fzu)(w) — fz)(v)] < Cilu — v|?, une constante Cs
strictement positive telle que, ¥(z1,22) € F2, |R(z1) — R(z3)| < Collzy — 22]?
ainsi qu’une constante C3 strictement positive telle que |Y| < C3 < +00 p.s.
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1) Question préliminaire. La largeur de fenétre h,(z) dépend clairement de x ;
hn(x) est alors appelée largeur de fenétre locale. Expliquer rapidement pourquoi
le fait de considérer une largeur de fenétre locale peut s’avérer intéressant ¢

2) Vitesse de convergence ponctuelle. Le but de cette premiére partie est de mon-
trer que, dans ce cadre fonctionnel particulier, on peut obtenir les mémes vi-
tesses de convergence ponctuelle que dans le cas réel.

Posons :
; 1 ¢ | X — ]
o) = nhn@);K( )

et

P S o
Inle) = n%(xéw( (@) )

2.1) Montrer qu’on peut écrire

Bie) = f20) = [ 1K () ((2) = frco0)

En déduire que

2.2) Montrer que

ful@) = Efo(z) = O( logn ) P.s.

2.8) Montrer, d’une part, que

Eja(x) = hnt@E (R(X>K (%))

et d’autre part, que

Egu(x) — R(2) f2)(0) = O (h;(x)).

2.4) Donner la vitesse de convergence presque sure de §,(z) — Eg,(x).

2.5) En reprenant les questions 1.1), 1.2), 1.3) et 1.4), en déduire la vitesse
de convergence presque sure de ﬁn(.’p) — R(z).

2.6) Conclure.
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3) Lien avec la dimension fractale ponctuelle. Cette partie s’intéresse a l'hy-
pothése (5.2) concernant la notion de dimension fractale ponctuelle. En effet,
dont rappelons ici que le réel strictement positif 6(x) tel que

. P(X € B(z,a)) .
algéi @) = c(xz) € RY, (5.66)

peut s’interpréter en terme de dimension fractale ou B(x, ) désigne la boule

de centre x et de rayon a pour la topologie associée a la semi-norme ||.||.

3.1) Montrer que ’hypothése fondamentale (H.1) concernant la distribution
de Z(x) = || X — z|| implique que la dimension fractale ponctuelle de X est
égale a 1.

3.2) Dans cette question, on suppose que (H.1) n’est pas nécessairement vérifiée.
Considérons le cas particulier ou F = RP et supposons que la distribution
de X vérifie ’hypothése suivante :

la mesure de probabilité de X admet, par rapport a la mesure
(H.2) de Lebesgque dans RP | une densité fx continue telle que :

fx<$> > 0.

3.2.1) Posons V() = / dt ; montrer que
B(z,a)

P(X € B(z,a)) = Vi(a)fx(x)+o0(Ve(a)) quand o — 07,

3.2.2) Montrer que V() = oV, (1) ; en déduire que d(z) = p.
3.2.8) Que vous inspirent les résultats obtenus auz questions 3.1) et 3.2.2) ?
3.3) On rappelle que pour tout © = (x1,...,x,) appartenant a RP, ||z|w =

max;e(1,... p} |z;| et plagons-nous maintenant dans le cas particulier ou F =

R? et | ]2 |||

3.3.1) Sous Uhypothése (H.2), préciser ¢(x).

3.8.2) Etudier la compatibilité entre les hypothéses (H.1) et (H.2) par un cal-
cul direct, en supposant de plus que les p coordonnées du vecteur aléatoire
X sont indépendantes.

3.8.8) Ceci confirme-t-il les conclusions explicitées a la question 3.2.3) ¢



Chapitre 6

Un modele de régression
paramétrique pour variable
fonctionnelle : le modele linéaire
fonctionnel

Ce chapitre concerne I'étude théorique du modele (de régression) linéaire fonc-
tionnel, directement issu des travaux de Cardot, Ferraty et Sarda (1999). Quelques
approfondissements liés a des problemes de lissage pourront étre trouvés dans Car-
dot, Ferraty et Sarda (2000). Ce chapitre est con¢u pour donner des éléments de
théorie nécessaires aux développements asymptotiques liés au modele linéaire fonc-
tionnel. Par ailleurs, chronologiquement, le modele linéaire fonctionnel a été in-
troduit avant les modeles non-paramétriques pour variables aléatoires fonctionnelles
(Ferraty et Vieu, 2000). En effet, I'usage intensif des modeles classiques de régression
linéaire, tels que le modele linéaire généralisé, ne sont parfois pas adaptés dans cer-
taines études statistiques. C’est le cas lorsque les variables explicatives sont des
points de discrétisation d’une méme courbe. On trouve des exemples illustrant ce
phénomene dans plusieurs domaines d’application : en chimie notamment ou la
variable a expliquer représente une caractéristique chimique d’un élément et les va-
riables explicatives sont la discrétisation d’un méme signal photométrique (cf. Frank
et Friedman, 1993). Hastie, Buja et Tibshirani (1995) décrivent un autre exemple
dans lequel une syllabe émise par une personne est digitalisée afin d’analyser la va-
leur du phoneme : ao comme dans water ou aa comme dans dark (cf. également
Hastie et Mallows, 1993, qui traitent un exemple en physique). D’autres applica-
tions, en particulier en météorologie, ont été proposées par Ramsay et Silverman
(1997).

Dans un tel contexte, il arrive souvent que le nombre de variables explicatives

127
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soit supérieur a la taille de I’échantillon et, par ailleurs d’apres la nature méme du
probleme, ces variables sont fortement corrélées entre elles. Le modele de régression
linéaire introduit doit donc tenir compte de ces contraintes ainsi que de la nature
“fonctionnelle” des variables explicatives, d’ou la terminologie de modele linéaire
fonctionnel.

Notons que les problemes théoriques posés par le modele linéaire fonctionnel se
traduisent en termes d’estimation d’un opérateur linéaire. C’est pourquoi, le premier
paragraphe rappelle quelques éléments de la théorie des opérateurs linéaires. Par
ailleurs, I'aspect fonctionnel des données se formalise en considérant des variables
aléatoires a valeurs dans un espace hilbertien, ce qui explique que le deuxieme pa-
ragraphe donne des rappels et/ou compléments concernant des notions élémentaires
autour des variables aléatoires hilbertiennes. Enfin, le troisieme et dernier para-
graphe rentre dans le vif du sujet puisqu’il est consacré aux résultats asymptotiques
obtenus dans le cadre du modele linéaire fonctionnel.

6.1 Eléments de la théorie des opérateurs linéaires

Ce paragraphe est consacré a des rappels et/ou compléments sur des notions
élémentaires de la théorie des opérateurs linéaires. Nous nous en tiendrons a des no-
tions basiques mais néanmoins nécessaires pour pouvoir appréhender les problemes
statistiques posés par le modele de régression linéaire fonctionnelle. Ajoutons que
ces rappels s’inspirent largement du cours de DEA de Jacques Dauxois. Toutefois,
si le lecteur souhaite approfondir ses connaissances sur la théorie des opérateurs
linéaires, il peut consulter Dunford et Schwartz (1963), Gohberg et Krejn (1971),
Chatelin (1983), Kato (1976) et Nagy et Riesz (1952).

6.1.1 Les espaces de Hilbert

Définition 6.1.1 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé com-
plet.

Définition 6.1.2 On appelle espace de Hilbert tout espace de Banach muni d’un
produit scalaire.

Soit H un espace de Hilbert (ou hilbertien); on note < .,. >p le produit scalaire
(p.s.) dans H et ||.||z la norme associée a ce produit scalaire.

Définition 6.1.3 Une suite (e,)nen= d’éléments de H est une base hilbertienne (ou
dénombrable) orthonormale de H si :
i) V(n,m) € N* x N* < e,, e, >g= Oum,
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ii) Vo € H, El(an>neN* € RN*) T = Efil An€n .

Définition 6.1.4 H est dit séparable s’il existe une base dénombrable de H .

Exemple : soit une mesure o-finie sur 'espace mesurable (R, Bg). On note L*(\) le

R-espace vectoriel des fonctions réelles Bg-mesurables de carré A-intégrables. Alors,

on montre que L%(\), muni du p.s. < f,g >p= / f(x)g(x)d\(x), est un espace de
R

Hilbert séparable.

6.1.2 Opérateurs linéaires

H, H, et Hy désignent des espaces de Hilbert réels.

Définition 6.1.5 On appelle opérateur linéaire toute application linéaire de H,
dans Hs.

Définition 6.1.6 Soit (x,y) € Hf x H; ; le produit tensoriel de x par y, noté
r ®y est défini par :

TR : H1 — H2
"V u = r@y(u) =<u,z>y

Il est clair que = ® y est un opérateur linéaire.

Définition 6.1.7 T est un opérateur borné de H, dans Hs si et seulement si il
existe une constante M strictement positive telle que, pour tout x appartenant a Hy,
on a ||T(x)||m < Mllz||a, -

Propriété 6.1.1 Tout opérateur linéaire est borné si et seulement si il est continu.

Propriété 6.1.2 Posons L(Hy, Hy) le R-e.v. des opérateurs linéaires continus de
H, dans Hy et muni de la norme ||.||«, appelée norme de la convergence uniforme
et définie par :

T(x
VT c /C(H]_,Hz), ”THOO = sup ”T('T)“HQ = sup H ( )HHQ )
|, =1 TCH} ||| i,

Alors (L(Hy, Hy), ||.||0) est un espace de Banach.

Remarque. Si IIy est un projecteur de H dans F' (C H), alors |[IIp|l = 1. En
effet, on a, d'une part, ||Ilp(z)||g < ||2]|c, et d’autre part, z € F = Ig(z) = .
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6.1.3 Convergences d’une suite d’opérateurs

Soit (T, )nen+ une suite d’opérateurs de L(H;, Hy) ou Hy et Hs sont deux espaces de
Hilbert séparables. On définit alors les différents modes de convergences suivants :

i) Convergence faible : (T},),en+ converge faiblement vers 7', noté T, == T
avec w pour weak, si et seulement si

Yu € Hy, Yv € Hy, lim < T, (u),v >p,=<T(u),v >g, .

n—oo

ii) Convergence forte : (71},),en- converge forte vers T, noté 1), == T avec s
pour strong, si et seulement si

Vu € Hy, lim T,,(u) =T (u).
n— o0

iii) Convergence uniforme : (7},),en+ converge uniformément vers 7', noté
u . .
T, = T, si et seulement si

lim || T, — Tl = 0.
n—oo

Remarque. 7, =T = T, =T = T, = T puisque
| < (T = T)(w),v >m, | < o)l l[(To = T) (W)l < Nullm 0] | T = Tl

6.1.4 Opérateurs linéaires adjoints

Définition 6.1.8 Dual topologique. On appelle dual topologique de H, le R-e.v.
H' contenant les formes linéaires continues sur H.

On utilise alors le crochet de dualité < .,. >y g défini par :
Vo € H/, Ve e H, ¢($) =<x,0 >HH -

et on a, par définition,

<x > ’
v¢ c Hl, H¢‘|H/ — Sup ’ < x’¢ >H,H’ | — Sup | 7¢ H,H ‘
Izl =1 weH/{0} |z ||

?

ce qui implique que Vo € H, Vo € H', | <z, ¢ >pp | < ||z||ul | a-
Pour tout x appartenant a H, on note M, 'application définie par :

M. H — R
v u = My(u)=<u,x>p.

Il est clair que M, est un élément de H' et donc que M, (u) =< u, M, >y /. par
ailleurs, on a que || M,||g = ||z| &
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Théoréme 6.1.1 Théoréme de Riesz. L’application M, définie de H dans H' et
qui a tout x associe M, est une bijection, c’est-a-dire :

Voe H, lye H /Vz € H, ¢p(x) =<y,z >y .

Remarque. Comme || M, || = ||z]g, M est un isomorphisme isométrique appelé
isométrie canonique de H (sur H’).

Définition 6.1.9 Opérateur adjoint. Pour tout T de L(H,, Hs), il existe un
unique opérateur linéaire T* de L(Hy, Hs), appelé adjoint de T, tel que :

Ve € Hy, Yy € Hy, <T(x),y >g,=<2,T"(y) >p, -

Exemple : (z @ y)* =y ® x.

Propriété 6.1.3 i) (ToU)* =U*oT*, i) (T*)* =T.

Définition 6.1.10 7' € L(H) (= L(H,H)) est dit autoadjoint si: 7% = T'; T
. <

est dit autoadjoint positif si, de plus, on a pour tout x appartenant a
T(x),z >rg>0.

Exemple : T o T est autoadjoint positif.

Définition 6.1.11 SiT € L(H) est autoadjoint positif, il existe un unique opérateur
S de L(H), autoadjoint positif tel que

SoS=T.

Cet opérateur S, noté T'/?, est appelé racine carrée de T.

6.1.5 Valeurs propres et valeurs singulieres

Soit H un C-espace hilbertien.
Définition 6.1.12 Soit T' € L(H). On note sp(T') l'ensemble défini par :
sp(T) = {ANeC /3Jze H-{0}, Tx = A\z}.

i) Tout élément de sp(T) est appelé valeur propre de T alors que sp(T') est dit
spectre de T.
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ii) Soit A un élément de sp(T); Ex = ker(T — A) est appelé sous-espace
propre associé a la valeur propre \; tout élément non nul de E\ est appelé
vecteur propre de 1.

Définition 6.1.13 On appelle valeur singuliere de T, toute valeur propre de
Vopérateur (T* o T)Y/? ; si S(T) est l'ensemble des valeurs singuli¢res de T, on a
par défintion :

S(T) = sp <(T* o T)%> :

6.1.6 Opérateurs compacts

Définition 6.1.14 T € L(H,, Hy) est dit compact (ou complétement continu) si
limage parT de toute partie bornée de Hy est relativement compacte (i.e. d’adhérence
compacte) dans Ho.

Définition 6.1.15 (équivalente pour des espaces hilbertiens) T est compact si et
seulement si il transforme toute suite faiblement convergente dans Hy en une suite
fortement convergente dans Hs.

Propriétes pour des opérateurs compacts, autoadjoints, positifs (ocap) :
Soit T" (resp. S) un ocap de H :

1) sp(T) est fini ou dénombrable et sp(T) C RT,

2) le seul point d’accumulation de sp(T') est 0,

3) toute valeur propre A non nulle est de multiplicité finie (dimFE) < +00),

1) S(T) = sp(T),

5) E) est orthogonal a £, des que A # p,

6) Soit (A1, Az, .. .) la suite strictement décroissante des valeurs propres de T (i.e.

chaque valeur propre apparait une seule fois) ; alors

A= sup < Tu,u>g,
llull =1
et
Me(T) = sup < Tu,u >g,
{uGH / Nullz=1, uE(@k 1E>\ )L}

7) T ocap = ||T]|e = M (T),
8) Si S et T sont deux ocap alors [A\g(S) — Me(T)| < || T — S|loo (= M(S —T)),
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9) Soit S et T' deux ocap et soit v(S) (resp. vi(T")) le vecteur propre S (resp.
T) associé a la valeur propre A (S) (resp. Ax(T")). Alors on a :

2v/2
(S) = A2(5)

[06(S) — ve(T) || < N 1S = T|-

On appelle suite pleine décroissante des valeurs propres (non nulles) de 'ocap T’
toute énumération (A\i(T)),.;, ou I C N*, chaque valeur propre figurant autant de
fois que son ordre de multiplicité, la suite étant donnée par ordre décroissant.

Définition 6.1.16 Décomposition de Schmidt. Soit (\;);cs la suite pleine décroissante
de wvaleurs propres (#) de Uocap T, (e;)icr un systeme orthonormal de vecteurs
propres (e; est un vecteur propre unitaire associé a A;). Alors, on a :

T = Z)xie,-@)ei dans L(H).

iel

Conséquences :
l) T1/2 - Zig[ \/A_iei & €iy
ii) si 771 existe, alors T7' =37, (1/\)e; @ e;.

Proposition 6.1.1 Caractérisation d’un opérateur compact. 7' € L(H) est
un opérateur autoadjoint positif ; T est compact si et seulement si il existe une suite
pleine décroissante de valeurs propres (\;)ier tendant vers 0 avec i et une base (€;)ier

orthonormale telle que
T = Z /\iei X e;.
iel

Proposition 6.1.2 (Dunford et Schwartz, p. 1091). Soit (T,,)nen+ une suite uni-
formément convergente vers T d’opérateurs compacts sur H et (N\(T')),c; la suite
pleine décroissante des valeurs propres non nulles deT'. Alors, il existe des énumérations
(Ni(T}));e; des valeurs propres non nulles des T, (chaque valeur propre étant répetée
suivant son ordre de multiplicité) telles que l'on ait, uniformément en i :

lim sup |A\;(7T,) — \(T)| = 0.
I

n—oo ic

Soit ®,(T") 'application définie par :

d,(7) :{ (Xier XlP)? st p e[l +od],

sup;er [Nl st p= o0,

3=
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et on note o,(H) = {T € L(H) ; ¢,(T) < 400} et pour tout 7' appartenant a
o,(H), on pose
IT]lp = @,(T).

Propriété 6.1.4 Pour tout (p,q) € N? tels que 1 < p < q < +o0, on a :
o1(H) Co,(H) Co,(H) Cox(H),
ce qui revient a écrire de maniere équivalente que :

1Tl = 0Tl = 1My = 7T oo

Définition 6.1.17 Opérateur nucléaire. Tout élément de o1(H) est appelé opérateur
nucléaire sur H et la norme ||.|| est dite norme trace (|1, = >, || = tr(T)).

Proposition 6.1.3 Caractérisation d’un opérateur nucléaire. T est un ocap
nucléaire si et seulement si il existe une suite pleine de valeurs propres (\;)ier avec
Y icr |Ai| < oo et une base orthonormée (e;)icr telles que

T = Z)\lel X e;.

el

Proposition 6.1.4 Soit T un opérateur autoadjoint positif. T est un opérateur
nucléaire si et seulement si il existe une base orthonormale (e;);cr de H telle que
Yoicr < Tle;),e; >< +o0, cette somme ne dépendant pas de la base choisie.

Définition 6.1.18 Opérateur de Hilbert-Schmidt. Tout élément de oo( H) est
appelé opérateur de Hilbert-Schmidt et la norme ||.||2 est dite norme de Hilbert-

Schmidt (|12 = /> ;e |Ail?).

Définition 6.1.19 On appelle produit scalaire de Hilbert-Schmidt, noté < .,. >q, le
p.s. défini par :

< >, - O'Q(H)XO'Q(H) — R
v (S,T) = <O T >0=> ., <8(e),T(e;) >a=tr(S*oT) =tr(T

ol (€;)ier est une base orthonormée de H.

Remarque. Pour tout T appartenant a oo(H), on a || Ty = (< T, T >9)"/2.

Proposition 6.1.5 (02(H), < .,. >3) est un espace de Hilbert séparable

Proposition 6.1.6 Caractérisation des opérateurs de Hilbert-Schmidt. T’
est un opérateur de Hilbert-Schmidt si et seulement si pour toute base orthonormée
(ei)ier de H on a 3, ||T(e:)|[7 < oo.
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6.2 Notions élémentaires autour des variables aléatoires
hilbertiennes

L’objectif de ce paragraphe est de donner un certain nombre d’outils nécessaires
a la manipulation des variables aléatoires hilbertiennes (v.a.h.). Rappelons que notre
préoccupation principale reste le modele de régression linéaire fonctionnelle. C’est
pourquoi nous nous contenterons de donner uniquement les résultats qui nous pa-
raissent les plus pertinents relativement au modele de régression linéaire fonction-
nelle. Pour ceux qui souhaitent appronfondir leurs connaissances dans ce domaine,
nous conseillons les ouvrages de Grenander (1963) et Parthasarathy (1967).

6.2.1 Notations et définition

Soit H un espace de Hilbert réel séparable (i.e. il existe une base dénombrable) muni
du produit scalaire < .,. >. On note ||.|| la norme associée a ce produit scalaire. By
désigne la tribu borélienne de H; H' désigne le dual topologique (ensemble des
formes linéaires continues) de H. Enfin, (2, A, P) est un espace probabilisé.

Définition 6.2.1 Variable aléatoire hilbertienne. Toute application mesurable

de (2, A) dans (H,Bpg) est dite variable aléatoire hilbertienne (v.a.h).

6.2.2 Intégration de v.a.h.

On pose
Ly(Q, A P) = {Z (A P) — (]R,ZS’R)//Q |Z(w)|dP(w) < oo},

et on rappelle que Z est P-intégrable si, par définition, Z appartient & Lg(Q, A, P).
Soit X une v.a.h. et y un élément de H; si | X| est P-intégrable, l'application
qui, a tout élément w de €2 associe le réel < X (w),y > est P-intégrable puisque
| < X(w),y > | < || X(w)|||]y||- Par ailleurs, 'application

H — R
Py o aly) = / < X(w)y > dP()

est une forme linéaire continue sur H ; d’apres le théoreme de Riesz, il existe unu-
nique élément de H, noté EX, tel que

o) =< BX> (= [ <Xny>arw)
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Définition 6.2.2 Espérance d’une v.a.h.. EX est appelée intégrale de X sur )

ou encore espérance de X ; EX est aussi notée | X(w)dP(w).
Q

Proposition 6.2.1 Si X est une v.a.h. telle que || X|| est P-intégrable, alors

IEX| < E|X].
Preuve. D’'une part, on a :
IEX] = |9,
O]
v2o [l
| < EX,y > |
I T I
et d’autre part, on peut écrire :
| <EXy>] = [E<X,y>]
< Bl<Xy>|
< llylElX],
Comme < EX |
< Y >
IEX] = [|dllc = sup ——7—,
y#£0 Iyl

il vient que ||EX|| < E|X]|.
Définition 6.2.3 V.a.h. intégrable. X est une v.a.h. P-intégrable si et seulement

si | X|| € LL(92, A, P).

6.2.3 Outils asymptotiques pour v.a.h.
Loi des Grands nombres pour des v.a.h.

Soit {X,, }nen+ une suite de v.a.h. définies sur (92,4, P) et a valeunrs dans (H, Bg),
indépendantes et identiquement distribuées et posons X (w) = %Z Xi(w).
i) Convergence forte. Si E|X|| < +oo, alors -
P ({w € Q/IIX(w) — EXy|| =% o}) -1
i) Convergence en moyenne quadratique. Si F||X||*> < co, alors

E(|X () - BX|?) =¥ o,



6.2. NOTIONS ELEMENTAIRES AUTOUR DES V.A.H. 137

Théoreme de la limite central pour v.a.h.
Soit (H, By, Q) un espace probabilisé, H étant un espace de Hilbert réel séparable.

Définition 6.2.4 Fonction caractéristique. On appelle fonction caractéristique
de Q), notée Q, la fonction de H dans C définie par :

Va, z € H, Q(z) = / exp{i < z,y >}dQ(y).

H

Propriété 6.2.1 i) @ est uniformément continue, i) Si pour tout x élément de H,
Q1(z) = Qa(x), alors Q1 = Q2 (i.e. Q caractérise Q), iii) Si, pour tout f continue

bornée, / f(2)dQn(x) converge vers [ f(x)dQ(x) quand n tend vers 400, alors
H H

pour tout v € H, (:jn(x) converge vers @(m) quand n tend vers +00.

Définition 6.2.5 Produit de convolution. On appelle produit de convolution de
Q1 et Qs (ou convolée de Q1 et QQ), noté Q1 x Qo, l'unique mesure de probabilité
qui vérifie pour toute fonction f continue bornée :

/H F(2)dQ, * Qalx) = /H £ + 9)dQu (2)dQa(y).

Propriété 6.2.2 Q; « Qx(z) = O1(2)0s().

On dispose maintenant des notions nécessaires a la défintiion d’une varaible aléatoire
hilbertienne gaussienne :

Définition 6.2.6 La v.a.h. X est une v.a.h. gaussienne définie sur (H,By) si et
seulement si, sa loi de probabilité () est telle que

~ 1
Vh € H, Q(h) =exp{i < h,EX > —3 < Ixh,h >},
ou 'y = E((X — EX)® X) est appelé opérateur de covariance de la v.a.h. X.

Notation et terminologie : on dit alors que X suit la loi Ny(EX,'y), c-a-d la loi
gaussienne d’espérance EX et d’opérateur de covariance I"y.

Remarque : X centrée (i.e. EX =0 € H) implique que I'y = £ (X ® X).

Théoréme de la limite centrale. Soit {X,,},cn+ une suite de v.a.h. définies sur
(Q, A, P) et a valeurs dans (H, By), indépendamment et identiquement dis-

tribuées. Alors, la suite {\/Lﬁ > (X — EX)} _ converge en loi quand n tend

ne
vers l'infini vers la loi gaussienne Ny (0,'yx) (définie sur (H, By)).
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Inégalité exponentielle pour v.a.h.

Afin de compléter les résultats fondamentaux donnés précédemment, nous don-
nons ici un exemple d’inégalité exponentielle obtenue pour des suites v.a.h.. Pour
plus de précisions, voir Yurinskii (1976).

Inégalité de type Bernstein pour des v.a.h. Soit X, X5,..., X,, n v.a.h.
indépendantes telles que :
e Vi=1,....n, EFX,=0,

|
oo Wi=1,...n Ja,b) e Rt xR / B(|Xi||™) < %afbm’Q, Ym > 2.

Alors, en posant A,, =

2

P(HZstAn) < 2exp{
=1

2 (1+cf‘—i>

6.3 Modéele linéaire fonctionnel

Ce paragraphe constitue 1’élément central de ce chapitre puisqu’il propose une
étude empirique (dans le sens ou l'estimateur construit est dit empirique) du modele
linéaire fonctionnel. Apres avoir introduit quelques notations et définitions, on présente
dans un premier temps quelques propriétés élémentaires concernant les v.a.h.. Dans
un second temps, on définit I’Analyse en Composantes Principales (ACP) Fonction-
nelle, technique indispensable deés qu’on s’intéresse a une approximation (de rang
donné) d’'un opérateur linéaire. Enfin, une fois I'estimateur défini, on précise son
comportement asymptotique. Notons que Soit Y une variable aléatoire réelle et
X = (X(t), t € [0,1]) un processus réel a temps continu du second ordre définis sur
le méme espace probabilisé. On suppose que X et Y sont liés par la relation

y = /1 GOX(E) dt+ e, (6.1)

ou ¢ est une fonction définie sur [0, 1], de carré intégrable et € une v.a.r. d’espérance
0, de variance o? et indépendante de X.

Plusieurs auteurs ont proposé des estimateurs de la fonction v, reposant sur
un échantillon (X;,Y;), i = 1,...,n. Frank et Friedman (1993) passent en revue et
comparent différentes méthodes statistiques utilisées en chimie et qui s’appliquent
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notamment dans le contexte ci-dessus : Moindres Carrés pénalisés, Ridge Regression
et Régression sur Composantes Principales. Hastie et Mallows (1993) proposent
un estimateur reposant sur les splines cubiques minimisant un critere de moindres
carrés pénalisés. Marx et Eilers (1996) utilisent une base de B-splines et introduisent
également une pénalisation dans les moindres carrés permettant ainsi une réduction
de la dimension et une régularisation des coefficients de régression. Ils définissent
ainsi des splines pénalisés ou P-splines. Nous renvoyons a ce dernier article pour une
description détaillée de ces méthodes ainsi qu’une bibliographie.

Ce chapitre est consacré a une méthode d’estimation s’appliquant également
dans un contexte plus général en ce sens qu’elle s’applique a des variables aléatoires
hilbertiennes. Nous proposons alors, en nous inspirant des travaux de Bosq (1991)
dans le cas des processus autorégressifs hilbertiens, un estimateur reposant sur I’ana-
lyse spectrale de l'opérateur de covariance empirique que 'on inverse ensuite dans
I’espace vectoriel engendré par ses ¢, vecteurs propres associés aux ¢, plus grandes
valeurs propres.

6.3.1 Modéele : définition et notations

Soit H un espace hilbertien séparable, < .,. >p (resp. ||.||g) désigne le produit
scalaire (resp. la norme) dans H et posons

Ly(P)={Z : (A P)—= (H,Bp)/E (| X|[3) < oo} .

Dans tout ce qui suit, X désigne une v.a.h. appartenant & L% (P), Y une v.a.r. (i.e.
Y est définie sur (2, A, P) et a valeurs dans (R, Bgr)), H' le dual topologique de H.

Définition 6.3.1 On appelle modéle linéaire fonctionnel, le modéle défini par :
Y =U(X)+e,

ou VU est un élément de H', € est une v.a.r. indépendante de X telle que Ec =0 et

Vare = o2.

La forme linéaire continue ¥ modélise une ‘“relation linéaire” entre la v.a.h. X et la
v.a.r. Y.

6.3.2 Résultats préliminaires

H — H

Rappel. X (w) @ X(w) : { r = XweoXw) (z) =<z Xw) >y X(w).
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Proposition 6.3.1 X® X est une v.a.h. de (2, A, P) dans (E,Bg) P-intégrable ou
E est l’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt muni du produit scalaire de Hilbert-
Schmidt (i.e. E = (09(H),< .,.>2)).

Remarque. On a vu Chapitre 6.2 que E = (02(H),< .,. >2) est un espace de
Hilbert séparable.

Preuve.
i) Montrons que X (w) ® X (w) est un élément de E. En effet, soit (e;);c; une
base orthonormée de H ; on peut écrire :

X (w) @ X(w)ll5 = Z < X(w) © X(w)(e), X(w) @ X(w)(e:) >u

Yier < X (W), e >3 1 X (W)l
= [IX (@)l

Or X € L%(P) implique que || X (w)||% < +oc et donc
X(w)® X(w) € E.

ii) Montrons que X (w) ® X (w) est une application mesurable de (£2,.4, P) dans
(E, Bg). Dans ce but, considérons les deux applications f et g définies par :

; .{ Lh(P) — LH(P)xLy(P) . .{ L3/(P) x T4(P) — Ly(P)
' X = (X,X) ' (X, 2) - X®Z

Comme f et g sont continues, il vient que go f(X) = X ® X est une application
mesurable de (2, A, P) dans (E, Bg).

iii) Il reste & montrer que X ® X est P-intégrable. Or, par définition, X ® X est
P-intégrable si et seulement si E(||X ® X||2) < 4o00. Par ailleurs, d’apres i)
on a || X (w) ® X(w)|2 = [| X (w)||% et puisque X € L% (P), il vient que X ® X
est P-intégrable.

Définition 6.3.2 Soit 'y = E(X ® X); st EX # 0, I'x est appelé opérateur du
moment d’ordre 2 et st EX =0, I'x est appelé opérateur de covariance.

Proposition 6.3.2 'y est un opérateur autoadjoint, positif et nucléaire.

Preuve. Soit Gy l'opérateur linéaire défini par :
Li(P) — H

GO 1 e B = [ XEare)



6.3. MODELE LINEAIRE FONCTIONNEL 141

De plus, pour tout g € H, on a :
<Gxf.g>n

<E(Xf),g >p

< Jo X (W) f(w)dP(w),g >u
Jo < X(w), g >n f(w)dP(w)
E(f < Xag >H)

= < f,<X,g >H>12(p) -

Donc lapplication qui & tout élément g de H associe 'élément < X, g >p de L4(P)
est 'adjoint de Gx c’est-a-dire G%. Par ailleurs, on a I'x = G'x o G puisque
GxoGx(9) = Gx(<X,9>n)
= E(<g,X >y X)
= (BE(X®X))(9).

D’ou :
a) I't =T'x,
b) Vh € H, on a
<I'xh,h>y = <GxoG%h,h >y,
= < Gxh,Gxh >p2(p),
= HG}hH%%(P)a

ce qui entraine que Vh € H, < T'xh,h >z> 0.
c)
Zie] < eri,ei >y = Zie[ < E(< Bz‘,X >y X) , € >H,
= Zie[E (< ei, X >%{) )
= E(IX%),
et comme X € L%(P), il vient que I'y est nucléaire.
Remarque. 'y opérateur nucléaire = I'x opérateur de Hilbert-Schmidt = I'x
opérateur compact.

Définissons maintenant 'opérateur de covariance croisée. En effet, comme nous le
verrons dans la suite, cet opérateur intervient directement dans 1’écriture de 1’esti-
mateur que nous étudierons dans le modele linéaire fonctionnel.

Définition 6.3.3 On appelle opérateur du moment d’ordre 2 croisé en X et
Y, noté Axy, Uopérateur défini par :

JH — R
AXY'{ r = Axy(z)=(E(X®Y)) (o).

St EX =0 ou EFY =0, Axy est appelé opérateur de covariance croisée.

L’intérét majeur de cet opérateur réside dans la proposition suivante :
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Proposition 6.3.3 Axy = WIly.

Preuve. Pour tout x appartenant a H, on a :

Axy = E<<.T,X>HY),
= E(<z,X>g V(X)) +FE <z, X > Ek,
= VE(<z,X >y X),
= (Dltx(f).

6.3.3 Analyse en Composantes Principale (ACP) Fonction-
nelle

L’ACP fonctionnelle (Dauxois et Pousse, 1976, Dauxois, Pousse et Romain, 1982,
Romain, 1979) va jouer un réle important dans le modele linéaire fonctionnel ; ¢’est
elle qui va nous permettre d’obtenir une approximation linéaire de X (et donc de
I'y). Cette approximation sera utilisée pour construire notre estimateur de .

Soit X une v.a.h. centrée appartenant a L% (P).

Définition 6.3.4 On appelle ACP fonctionnelle de X [’analyse spectrale de T'x
qui permet d’écrire sa décomposition de Schmidt dans oo(H)

Tx = Y Mtk ® vy

keN*

ainsi que la décomposition de X dans L3 (P)

X(w) = Z Vs we(w)vy

keN*

avec :

o (M\p)ken+ la suite pleine décroissante des wvaleurs propres non nulles de T'x
appelées valeurs principales,

o (Ug)ren+ la suite orthonormale dans H des vecteurs propres de I'x associés aux
valeurs principales (Ag)ken+,

o (wp)ren+ la suite orthonormale dans LZ(P) des vecteurs propres de Wx =
G% oGx associés aux valeurs principales (M) gen+ appelés composantes prin-
cipales et telles que

(;}%% <:)(,Uk >

a ’|G§(Uk’|LH§(P) B (F < X, v >12q)1/2'

Wi,
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Remarques.
i) sp(I'x) = sp(Wx). En effet,

VS Sp(l_‘m) & dup e H— {O}/vak = A\pUk,
< Gyo G;{Uk = )\kvk,
= G% oGy o Gy, = NGy, (%)
= M\ € sp(Wy).

On montre de la méme facon la réciproque.
ii) D’apres (*), vy vecteur propre de I'y implique que G%vy vecteur propre de
W, ce qui entaine que
G}’Uk

wp = —————
||G}Uk||L]§(P)

est vecteur propre orthonormé de Wy.
iii) wy et wy sont deux v.a.r. non corrélées deés que k # k. En effet :

E(< X, v >p< X, v >p)
(E < X, v >2)"? (B < X, vy >2)"*
FE < X®X(vk),vk/ >

(E < X, v >2)* (B < X, vy >2)"*
<1 xVUk, 0 >pg

(E < X, v, >2)"? (B < X, v >2)"*
A < Vg, U >p

(()E < X,u ) (E < X, v >3V

E(wkwk/) =

Définition 6.3.5 Approximation linéaire d’ordre g.
i) On appelle approzimation linéaire d’ordre q de I'x, noté I'%., opérateur défini
par :

q
Fg( = Z )\kvk X V.
k=1

it) On appelle approximation linéaire d’ordre q de la v.a.h. X, noté X9, la v.a.h.
définie par :
q
X(w) = Z vV Arwg (w) v

k=1
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Propriété 6.3.1 Evaluation de P’approximation d’ordre q.

1
Ty — T (zxz) ¢ B(X-X) = T

k>q k>q

Remarque. I'y = £ (X?® X?) = I'xa.

Lien avec le modele linéaire fonctionnel : dans le paragraphe suivant, on va intro-
duire un estimateur de ¥ basé sur la relation Axy = VI'x. En effet, si F)}l existe,
on a

U = AxyTih

Or T'x n’est pas inversible dans £(H) (i.e. ['y' n’est pas borné). En effet, en utili-
sant la décomposition de Schmidt de I'y, il vient que I'y' = Y ken: )\glvk ® v avec
limg 100 Ak = 0. L’ACP fonctionnelle de X nous permet alors d’obtenir I'%, I'ap-
proximation d’ordre ¢ de I'y, qui, elle, est inversible dans £(H) puisque (Fg()fl =

i /\,zlvk ® vg. On peut donc construire une approximation d’ordre g de ¥ de la
maniere suivante :

Définition 6.3.6 Approximation d’ordre ¢ de W. On appelle approximation
d’ordre q de ¥, notée V,, lopérateur appartenant ¢ H' définie par :

\I/q == Aqu (FXq)_l .

La proposition ci-dessous donne une autre expression de V¥, écrite a l'aide de pro-
jecteurs orthogonaux.

Proposition 6.3.4 Soit 11, le projecteur orthogonal sur le s.e.v. H, de H engendré
par vy, vVa,..., Ug; on a alors :

U, = Axyll, (I,TxIL,) " . (6.2)

Preuve. X9 = II,X implique que, pour tout x appartenant a H, < X9z >p=<
I, X,z >p=< X, I,z >y puisque II, est autoadjoint. D’ot :
Axey ¥ E(< X >pY),
= E(<I,(),X>gY),
= Axqu.
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De plus, on a :

Fg( = I'xa,
= E(< ., I X >y l,X),
= I,E(<I(.),X >y X),
= I, I'xII,.

6.3.4 Définition de ’estimateur de ¥

Soit (X, Y;)i=1....» un n-échantillon du couple (X, Y) (identiquement et indépendamment
distribué). On s’intéresse alors aux versions empiriques de I'x et Axy définies res-
pectivement par :

1 & 1 &
r, = EZZ;X,@XZ» et A, = E;X@Yi.

L’estimateur que nous allons introduire est inspiré de celui étudié par Bosq (1991)
dans le cadre de processus autorégressifs hilbertiens. Par ailleurs, il est clair que

dim(ZmIl,) < m;onnote Ay > Ay > -+ A, > 0 = \,4q1 = ... les valeurs propres
de I',, et ©1, Do, ..., les vecteurs propres orthonormés associés a ces valeurs propres.
Soit (gn)nen+ une suite d’entiers positifs tels que lim,, o ¢, = +00 avec ¢, < n et
soit PAan le sous espace vectoriel de H engendré par {0; ; j=1,...,q,}, ﬁqn étant

la projection orthogonal sur H,, :

—~ —~ —1
\IJQn = AnHQn (HQnFnHQn) . (63)

‘:I\/qn est tout simplement la version empirique de ¥, (voir (6.2)).

6.3.5 Etude asymptotique

Ce paragraphe s’intéresse aux propriétés asymptotiques de l'estimateur \T/qn de
V. Autrement dit, nous allons préciser le comportement de ¥, par rapport a ¥
quand n tend vers l'infini.
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Comportements asymptotiques de I',,

Proposition 6.3.5 {I',},en+ est une suite de v.a. P-intégrables de (2, A, P) dans
(E,Bg) qui converge presque sturement vers I'y dans E.

Preuve. On sait que { X;® X, };en+ est une suite de v.a. P-intégrables et indépendantes.
11 suffit alors d’appliquer la loi forte des grands nombres pour obtenir la convergence
presque stre de £ > X, ® X; vers E(X ® X) (dans E) quand n tend vers D'infini
et le résultat énoncé s’en déduit immédiatement. [

Remarque. Comme la convergence presque siire se fait dans E (i.e. |[T—Dx|lz "=5°
0 p.s.) on en déduit la convergence uniforme presque sure puisque ||I';, — I'x|lo0 <
1T = Tl

1
Proposition 6.3.6 Si E|| X ||}, < +oo, alors E (|T', — T'x|)3) < —E|| X[}
n

+oo

Preuve. ||, — I'x||5 = [|T.]3 + [|ITx]l5 — 22 < I'nei, I'xe; >p ot (e;)ien+ est
i=1

une b.o.n. de H, ce qui implique que

Par ailleurs,

—+00 n

HFHH% = —Z Z <Xk,€J >pg< Xk/ ej >pg< Xkan/ >H,

=1 kk'=1
+oco n —+00

1 1
- —QZZ < Xiyej >4 1 X% + —Z D < X ® Xile)), X @ Xp(ej) >n

j=1 k#K
A
Or,
7’L2 —n +oo
E(A) = 2 Zl < FXej,FXej >
j=
T2 - ST

n

D’ou : 1 )

E|T, —Tx|3 = ;EHXH% +[ITx]5 - ;HFxl\?{ — [ITx |13,
1
< -E|X[ly. O

n
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Remarque. Comme précédemment, ce résultat reste valable pour la norme de la
convergence uniforme.

Le prochain résultat que nous détaillons ci-dessous établit une borne supérieure
entre les éléments spectraux de I',, et ceux de I'yx. Il est essentiellement di a Deville
(1974) puis repris bien plus tard par Bosq (1991).

Proposition 6.3.7 Relation entre les éléments spectraux de I';, et I'x.
Z) VJ, j € N*7 |>\] - )‘J| < ||Fn - 1—\XHOO:

i) ||o; — v§|| < ajl|Ty — x|l avec

2v2

st =1,
L Ao g
7 22 o
- St
Hlll’l{)\j_l — )\j, /\j - )‘j—l—l} J ’
et
o = Uj SZ: <2A)j,Uj>Z 0,
J —v; st < 05,05 >< 0.
Preuve.

i) Voir Gohberg et Krejn (1971, p. 31).
ii) Soit j > 1 et désignons par I l'application identité dans H : 'y — \;I =
> ki ( Ak — Aj) v ® vy, et posons

1
+ E
(FX_)\jI) = 17{)\[—/\‘1}[@1}1.

J

Ona (I'xy = NI F(Dx — A (95 — v)) = >4z vk ® vg(95), ce qui entraine que

ITx = NI (Cx = N0 —o)ls = Y low @ ok(d)3,
oy
= Z < Uk,@j >%{,
oy
= 1- <), 0; >3 . (6.4)
Par ailleurs,
(Cx =M\ DT =N (0—v) = Tx =MD" (3 = A+ (Tx =)0, o

'
Uj
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ce qui nous permet d’écrire que

2

. 1
I(Tx =D Tx = N0 @ =) = |[D) < Uk, Uj >H Uk

k#j Ak = /\j H,
Dok < UkyUj >
ming()\j,l — )\jv )\j - )‘j+1)’

min®(Xj_1 — A, Aj — Ajgr)

Or |Juj|lg < IITx = Talloo + |A; — A;], ce qui implique en utilisant le résultat i)
de la proposition que
lullz < 4Tx = Thll%. (6.6)

D’ou (6.4), (6.5) et (6.6) entrainent que

4|Tx — T3
1— <, 0 >2, < — £ .
TR min® (Ao = A A = A

Enfin, on peut écrire

[0 — vl = <0 — v}, 05 —v) >,
= 2(1— < U;,?A}j >),
< 2 (1— < Uj,@j >2),

puisque par définition de v}, on a < v}, 0; >€ [0, 1].
Finalement, on a :

A 8HFX - Fn”c2>o
1o —vllE < — - U
min®(Aj-1 = Aj; Aj = Ajia)
Convergence en probabilité de l/I\lqn
Théoreme 6.3.1 Si les hypothéses
M > > >N, >0Dp.s., (6.7)
AL > N> >0, (6.8)
E|X||z < +oo, (6.9)
) 4 ) n)\g
lim n)\, =+oco et lim ——— = 400, (6.10)

n—-4o00 n—-+40o an 2
j=14j
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sont satisfaites, alors :

H\qun — | "25°0 en proba.

Preuve. Posouns :
\Ijqn = AXYan (anFXan)il-

Comme ||¥ — (I\/qn loo < ¥ =T, |loo+ ¥y, — (I\lqn |loo, On va montrer les deux résultats

suivants :
: n—-+00
) -, T,
i) |, — VY, lleo "2 0 en probabilité.

D isan Y07

< V)%
Comme ¥ appartient & H', ¥ est aussi un opérateur borné et il vient que

n—-+o00

||\II—\I/%Hoo — 0. (6.11)
ii)
Lemme 6.3.1

[e.e]

1
< Mmllx = Talle + T [Axy — Anlly

qn

1 1 1\ &
OU%IHAXYHOO{)\ 3 +2<)\_+A_>Z%}-

qn”qn qn )\Qn

Preuve. Pour les besoins de la démonstration, définissons I'opérateur intermédiaire

r

an -
an
Fqn = E /\jvj ® ’Uj.
j=1
Ecrivons ensuite :

H \I,CIn - \/I;Qn

< 1Ay Ty, I || 01, D, ) 7 = T3

qn

+ HAXYanqu} ~ T,

(6.12)
et étudions séparément chaque terme a droite de l'inégalité (6.12).
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En utilisant |[IL,, || = 1, on a [[AxyIL, | < [[Axy|l. et par conséquent, on
obtient en utilisant la Proposition (6.3.7) :

|Axv L, |1 ||, DxTL,,) 7 = T

qn

IN

Axy o

—(Uj®vj—5j ® v;)

21IA
< 2 XY"%ZHUJ—UJHH

2| Axyll, -
S ITx —Tullo Y aj. (6.13)

IN

=1
Décomposons ensuite le second terme :
-

qn

HAXYH <H DI, )1

Xt
<an FTLHQn)

< A, \

qn q
o0

+ HAnﬁqn — AxyIl,,

[e.e]

Or, en utilisant de nouveau le lemme (6.3.7) et en remarquant que les fonctions v;

sont orthonormées puis que Han

= 1, on obtient :

- o\l N B T
‘ Fin - (H‘InPnHQn> = sup Z )\_ I~ Uj ® Uj (ZU)
o0 llzll =1 j 1 J >\j -
3 LYY M
< 2 1% @ ()]
||96HH—1] 1
ITx = nlls
< AT gup ZH%@”& )|l g
AguAan  lzla=157
I'x -1, ~
_ Pk = Tally HH%
)\qn)\Qn
 Cx Tl 6.14)
)\QnA(In
Par ailleurs, il est clair que
~ ~ -1 ~
H(H%anqn) - 3L (6.15)
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Enfin, en utilisant les mémes arguments que précédemment, on a :

HAnﬁqn —Axylly, || < [[Axyvlls Hﬁqn =g, || + Hﬁqn [Axy — Anll,

dn

< JAxvlle D W @u —5@5)| +I1Axy — Aull
j=1 o
gdn

< JAxvlle2d vy = Bill g + 1Axy — Al
j=1

qn
< 2[Axyll ITx = Tulle Y a; + 1Axy — Al - (6.16)

J=1

Le résultat final est obtenu en introduisant les majorations (6.13), (6.14), (6.15) et
(6.16) dans 'inégalité (6.3.7). OJ

Montrons maintenant que H\If — \Ifqn — 0 en probabilité quand n — +oc.

Dans ce but, commencons par donner le Temme établissant la convergence uniforme
en moyenne quadratique des opérateurs de covariance empiriques.

Lemme 6.3.2 Si X vérifie (6.9) alors :

(R4 E”XHH
n

E[Axy = Al < E X117 - (6.17)

Preuve. Puisque FA, = Axy, on a comme dans le cas réel :
Eldxy - A% = EIAR — 2] (6.18)

Dans un premier temps, utilisons 1'indépendance entre les X; pour décomposer :

1 n
E|AL = EZZEK Xive; >p Y < Xy e; >y Yo)

jEN 4,i'=1
1 " )
S S 3 W ICE Y
jeN =1
1
+EZZE(< Xiej > Yi < Xy ej >p Vo)
JEN il

1 1
= - Y E(<X e;>n YY)+ |Axvl? - - IAxyl%,  (6.19)

jEN
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Par ailleurs, en utilisant la Définition 6.3.1 du modele linéaire fonctionnel et le fait
que || X3, = > jen < X, ej >, on obtient alors

1 2 1 2
EZE(<X,6]->HY) = EZE(<X,6J»>H{\II(X)+5})
JeN jEN
1
= . {E(IX15v(X)%) + B (1X]5<%)}
15 EIIX 5+ o*E XI5

n

< (6.20)

La majoration finale est ensuite déduite des inégalités (6.18), (6.19) et (6.20).

Nous pouvons a présent en déduire la preuve du Théoreme en utilisant la majora-
tion obtenue dans le Lemme 6.3.1. Cette borne est aléatoire et dépend de la valeur
propre \,,. Pour contourner ce probleme, considérons I’événement suivant :

A ~ 3\
E, = In SO 21
{fo <3, <2l (6.21)
1 2 .
Sur F,, on a /)\\— < — et donc, d’apres le Lemme 6.3.1 :
an qn
~ 2
|90, = 0| < SnlAy Il ITx = Talloo + 5 1Ay = Aull,
o0 qn
1 0, 2 + 6 f: O déduit
oud, =—+— a;. On en déduit :
/\271 In ;=1
T Ui
P(H\pn—\yn > En> < P( Iy — T, >—)
i Mg W=l > 35 AT
A
+ P (HAXY — Al > an> . (6.22)
Il vient alors :
~ 462 | Axy|? 16
P <H\Ijqn - \Ijqn >, En> < %E ||FX - Fn||io+>\2 77QE‘HAXY - An”io :
o n

(6.23)

Par ailleurs, on a
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A
< p(Irc-rl.> %)

4
< EE ITx = Tull3 - (6.24)

On obtient donc d’apres (6.23), (6.24), la Proposition 6.3.6 et le Lemme 6.3.2 :

- 4 Ay |2 EIX|E 62
p(”q,qn_g,qn oo>n> <A XY||;; I HH'gn_‘_
16 2 4 2 2 ].
pes (WS BN X+ E X ) L +
AE||X |5 ! (6.25)
", |

11 suffit alors d’utiliser (6.11), (6.25), (6.9) et (6.10) pour terminer la preuve du
Théoreme. [J

6.4 Exercices

Exercice 6.1 V(A, B) € o5(H) X 05(H) (09(H) étant l’ensemble des opérateurs de
Hilbert-Schmidt), on appelle produit tensoriel dans E = (o02(H), <,>3), l'opérateur
noté ®q de oo(H) dans lui-méme défini par :

VO € 0o(H), (A®yB)(C) = < O, A >, B.

En appliquant le Théoreme de la limite centrale pour wv.a.h., montrer que
vn(T, —T'x) converge en loi vers une v.a.h. gaussienne Ny, (0, K) avec K =
E(X®X-Tx)® (X®X-Tx)).

Exercice 6.2 On reprend ici les notations introduites dans le cours. L’objectif de
cet exercice, est de montrer la convergence presque sture de ¥, vers U quand n tend
vers +00. Dans ce but, en plus des hypothéses (6.7), (6.8) et (6.9) faites dans le
cadre du Théoréme 6.3.1, on suppose de plus :

|\ X ||z > e, pes., (6.26)
el = c2, pos., (6.27)

_omh, . nxz B
lim —™ =400 et lim = +00. (6.28)

2
n—-+o0o log n n—-+o0o qn
ity a;) logn
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1) On pose pour i = 1,...,n, Z; = X; @ X; — I'x (resp. U; = X; ® ¢;. En
appliquant a la suite de v.a.h. {Z;}i—1. o (resp. {U;}izi,..n) Uinégalité de type
Bernstein pour des v.a.h., montrer qu’il existe deux constantes positives cg et
cy telles que

&n
P(||Ty = Txlloo > €) < 2exp {‘m}

( resp. P(||A, — Axylleo > &) < 2exp {— &n }) .

2cico(cieo + ca€)

2) Déduire de ce qui précéde que :
2.1) il existe une constante positive (indépendante de n), notée A, telle que

¢ n
P, —T — 2 )1 <2 —A,— 5.
(” " ”°°>2<5nHAHoo>‘ ‘”‘p{ 463}

2.2) il existe une constante positive (indépendante de n), notée Be, telle que

g C
4

P (||An — Al > ) < 2exp{—Bn\> }.

8) On rappelle que E,, = {’\% <A, < Do } Montrer qu’il existe une constante

positive C' indépendante de n telle que :
P(E,) <2exp{—CnXl }.

4) Enfin, en utilisant ce qui précéde, ainsi que l'inégalité (6.22), montrer que
~ n
P (H\Ifqn — U, oo > C) <2 {exp {—A<5—2} + exp {—Banﬁn} + exp {—C’n)\gn}} .

Conclure.



