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Exercice 1. Présentation lagrangienne et eulérienne

Soit R = (O ; e1, €2, e3) un repere cartésien orthonorme dans un référentiel euclidien.
On considére la transformation homogene définie a l'instant t > 0 par :

X1 =X1 (1 +at) X2 = X9 X3 = X3 a>0

a- Déterminer la vitesse et les frajectoires
- Donner la représentation evlérienne du mouvement et déterminer les lignes de
courant a l'instant >0
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Solution exercice 1

Commentdadires : Remarquons d'abord que la transformation est bien homogeéne : la matrice F
est bien indépendant des coordonnées. On ne nous précise pas la description
(lagrangienne ou eulérienne) a adopfter.

Dans les données du probleme on a la position actuelle xi en fonction de la position
inifial Xi et le temps t : donc c’est bien une description lagrangienne qui est utilisee via

les eéquations parameéetriques (les positions horaires)
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x1 =X{(1+ at)

Solution exercice 1 . | 2 =X
........ / / x3 = X3

a) Déterminer la vitesse et les trajectoires. S e

Description lagrangienne:

1. latrajectoire d’un point c’est le lieu géométrigue des positions successives d’une particule et la vitesse est toujours tangent
a la trajectoire.

Et dans cet exercice, comme la vitesse est selon e, donc les trajectoires sont des droites paralléles a I’axe e;.

IRUEENEIGER: on peut calculer le vecteur de déplacement: u = MoM = x — X = (x; — Xp)ey + (xz — Xp)ez + (x5 — X3)es

= (atX;)e; donc le deplacement ou les trajectoires sont

paralleles a e;

2. Vi(Xy, Xy, Xq )=205022%00 oy 5 3 ()

Donc V; (X1, X, X3 )= 22 = aXy 3 Vo(Xy, Xy, X3.0)=

ax,

d
=2=0; V3(Xy, X, X3)=—2 =0 2)
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x3=X3

b) Donner la représentation eulérienne du mouvement et déterminer les lignes de courant a ’instant t>0

Description eulérienne : il faudra décrire les vitesses dans la configuration actuelle (donc pour tout point de
cordonnees x(x1,x2,x3) il faudra trouver la vitesse exprimée uniquement en termes des coordonnées actuelles.

D’apreés I’equation x; = X;(1 + at), on trouve X; = (1_3:“)

vitesses dans la partie a), on obtient alors la description eulérienne :

qu’on injecte dans 1’équation (2) ( équations des

axq .
(1+at) ’

Vi(xq, X2, x3,1)= Vo(xy, x3, x3,8) =0 5 V3(xq, x2, x3,1) =0

Les lignes d’écoulement sont données par le systeme d’équations différentielles suivant (exprimant le fait que les
lignes d’écoulement sont tangentes aux vitesses) :
dx1 dXz ng

i Vo 3
Dans notre cas puisque V5, (xq, x5, x3,t) =V3(xq, x5, x3,t) = 0, il faudra dx2=dx3=0 : la transformation se fait
uniquement selon 1’axe Oe1 —— Les lignes de courant sont donc des droites paralleles a I’axe e;, — Dans ce

cas ces lignes sont donc confondues avec les trajectoires
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Exercice 2. Présentation lagrangienne et eulérienne

Soit R = (O ; e1. e2, e3) un repere cartésien orthonormé dans un référentiel euclidien.
On considéere le mouvement défini par > 0 par :

X1 = X1+ at X, X2 = X2+ o T X; X3 = X3 o>0

a- Sur gquel intervalle de tfemps ce mouvement est il défini ¢

- Déterminer les frajectoires

c- Donner la représentation eulérienne du mouvement

d- Calculer le tenseur de transformation et le tenseur de dilatation

e- Soit dans la configuration inifiale irois points A(3,0,3), B(0,2,3) et C(0,0,3)
|dentifier les coordonnées du vecteur AB dans la configuration actuelle.

f-  Calculer la dilatation dans les directions e1 et €2. En déduire la longueur des

vecteurs CA et CB dans la configuration actuelle.

3- Quelle est I'angle engendré par les vecteurs CA et CB dans la configuration
actuelle ¢
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Solution exercice 2 1 = X,

a) Sur quel intervalle de temps ce mouvement est-il defini?

Globalement le mouvement est défini pour t>0. —
Le déterminant  de la

i i .. . i i n transformation ne peut pas étre
La transformation de la configuration initiale a la configuration actuelle doit étré ni 26ro ni infini

_axl axl axl-

0X1 aXZ aX?) B 1 (It O_
= [0x; dx, 0x; T
V= 0X, 0X, 0Xs V=lat 1 0
dx; 0x3 0x3 L 0 0 1.
10X, 0X, 0X;3]

Ensuite, on calcule le déterminant de la transformation: det V= 1 — (at)? # 0 d’ou t # %
Alors 0 <t < %
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b) Determiner les trajectoires

Pour obtenir les trajectoires dans ce plan, il faut éliminer le temps des équations de la

transformation.
A partir des équations:

x, = X; +@tX,
X, = X, +@tX4

On peut obtenir:

de (2): at = 22— %
e Al = Xl

xl—X
de (1): at = ———
e(1): a X,

On constate donc que les coordonnées du vecteur déplacement U, et U4
sont proportionnels aux coordonnées X1, X2. Les trajectoires sont des
droites formant avec 1’axe Oe2 le méme angle que les vecteurs de la

X1 = X]_ + ath
1 X2 = XZ + atXl

X3 = X3
A ! T
X U /
2= X, / |
| /C? I
x1—X1 =.X'2—X2 > ﬁ =x2—X2 _ % I / |
XZ X1 Xz x1—X1 U1 2| / Ii
I
|e// X2 |
1/ U, |
D
X, 7 ’1
4 7
=2 8 .r/ ’ Xl
€ 1/ ;
/ [
/ I

position initiale de chacun des points matériaux formants avec 1’axe Oe1

(voir illustration cj).

02/11/2020
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X1 = X]_ + ath
1 X2 = XZ + atXl
.- , - . . . . X3 = X3
Pour la description eulérienne, il faut calculer les vitesse et les exprimees uniquement en

fonction des coordonnees actuelles et éventuellement le temps.

c) Donner la représentation eulérienne du mouvement.

dx; .
v; = d—; i =1,2,3

X1 = X1 + ath

Remplacant X, dans l'équatio

Xy = Xz + atX1 — Xy = XZ + at (x1 _ ath) Xz _ Xo — atx1

X
1 — (at)? ()
xX1—atxy

Donc X = (x*) ) Xz —atxq

— 2 . f— —_

1-(at) D’ou: vq A an?

o x1—atxy

V2 = O a2

02/11/2020
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e,

X1 = )(1_'F Clt)(z
d) Calculer le tenseur de transformation et le tenseur de dilatation

1 X2 = )(2 + Clt)(l

x3 = X3
Le tenseur de transformation:
_ (1 at O]
V=lat 1 O0|=F
0 0 1.
Le tenseur de dilatation:
1 at 0] [1 at 0] [1+(at)? 2at 0
C=F.F=fat 1 Of [at 1 0 2at 1+ (at)* 0
L0 0 14 L0 0 1. ! 0 0 1-

02/11/2020

NBE: 7 est symétrique donc Ft = F
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X1 = X]_ + ath

e) Soit dans la configuration initiale trois points A(3,0,3), B(0,2,3) et C(0,0,3) Identifier les | x, = X, + atX,
coordonnées du vecteur AB dans la configuration actuelle. x3 = X3

Configuration initiale

—3
Notons parV = AB = 2
0
_ —3 4+ 2at
Le vecteur fransformésera v =F.AB =| 2 —3at
0
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X1 = X]_ + ath

f) Calculer la dilatation dans les directions el et e2. En déduire la longueur des vecteurs x; = X, + atX,
CA et CB dans la configuration actuelle. x3 = X3

Pour un vecteur quelconque V et son fransforme v, la dilatation est donnée par

;L_Ivl

V]

On trouve les dilatations dans la direction e et e; respectivement :

A =Ch=y1+(at)? et A, =,/Cp=1+ (at)?

Dans la configuration initiale: [CA| = 3 & |CB| = 2

CAt.C.CA \/(3@??.(32) 3T

—_— e 1=
cal 3 ;o

A(ca) =

Dans la configuration actuelle: |ca| = A(CA). |CA| = 34, = 3\/1 + (at)?
lcb| = 24, = 2y/1 + (at)? (méme principe)

02/11/2020 Génie Civil et Géo Environnement GCGE , 3A
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g) Quelle est ’angle engendré par les vecteurs CA et CB dans la configuration actuelle?

_ V. W Vt.C.W
Ssinf = ——— — —

vf«|w|  |o]«|w|
Avec:V = CA = 3e
W = (B = 2e,
CA'.C.CB = 3e;.C. 2e,=6Cy,
Donc: sin @ = 61, = 2% _lorsf = sin~1( 2at )
' T 3 1+(at)Z21+(at)?  1+(at)? - 1+(at)?

Et I'angle (v,w) =~ — 6 = (ca,cb)

02/11/2020
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Exercice 3 : Transformation finie: extension bi-axiale
Soit R = (O ; e1, €2, e3) un repere cartésien orthonormé dans le référentiel R. On

considere dans la configuration initiale un cube de cdté Tm engendré par les axes du

repere et avec un sommet au point O, qui subit une fransformation homogene definie
a l'instant + > 0 par:

X1 =X1 (1 +at)
X2 = X2(1+4c 1)
X3 = X3

o >0 L.

#/ A

a- Calculer le gradient de la transformation E(T) = Vd (1) et le tenseur des dilatations
< (1)

lo- Sila masse volumique du cube dans la configuration initiale est po, quelle sera
sa masse volumiqgque dans la configuration actuelle 2

c- Soit dans la configuration initiale le triangle ABC avec A (1,0,0) B(0,1,0) et
C(0,0,1) comme sur la figure. Notons par S |le vecteur aire associe a ce friangle
dans la configuration initiale. Calculer le vecteur aire dans la configuration
actuelle. En deduire |'aire du friangle dans la configuration deformee
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a) Calculer le gradient de la transformation et le tenseur des dilatations

Le tenseur de transformation:

(d0x, 0x; 0xq]
0X; 0X, 0X; 1 + at 0
= = [0x; 0x; 0xy| __

F= V= X, oX, 9%, — 0 1+ 4at
dx; 0x3 0x5 L 0 0
10X, 0X, 0X;.

Le tenseur de dilatation:
___ [1+at 0 011 + at
C=F.F=1 0  1+4at O O
. 0 0 111 0
1+ (at)? 0 07
= 0 1+ (4at)? 0
02/11/2020 | 0 0 14

X1 = Xl(l + at)
X2 = Xz(l + 4'at)

X3 = X3
a>0

0_
0
1.

0 0]

1+4at O
0 1.
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X1 = Xl(l + at)
b) Si la masse volumique du cube dans la configuration initiale est py, quelle sera x5 = X2(1 + 4at)
sa masse volumique dans la configuration actuelle? x3 = X3
a>0

Dans n’importe quelle configuration, la masse du cube reste la méme

2 po*QO

Po * Qo = P *x Qg — Pt=@

Avec le volume dans la configuration actuelle est: Q;, = Q, det(ﬁ) = 0. (1 + at). (1 + 4at)

La masse volumique sera alors:

_ Po * 'QO
Pt = 0y . (1 + ab). (1 + 4at)
_ Po
Pe (1+ at).(1 + 4at)

02/11/2020 Génie Civil et Géo Environnement GCGE , 3A 17



POLYTECH
ORLEANS

Ecole polytechnique de I'Université d'Orléans

c) Soit dans la configuration initiale le triangle ABC avec A (1,0,0)
B(0,1,0) et C(0,0,1) comme sur la figure. Notons par S le vecteur aire
associé a ce triangle dans la configuration initiale. Calculer le
vecteur aire dans la configuration actuelle. En déduire P’aire du
triangle dans la configuration déformée

X1 =X1(1+at)
x5 = X2(1 + 4at)
X3 =X3
a>0

La formule du transport convectif d’un vecteur aire est:

U1 - na=al . X
s= F'(#).S det F (7) , :
Avec: § = le vecteur aire dans la configuration initiale -
t
S=S.N a= F(r).AdetF (1)
e1tex+es
EtN = N
-1
) i [ 0 0], (st -5 (1 + 4at)
ou:s =S—= 1 1].(L+at).(1+4at) =S —
- El v 1 V3 (1 T (It)
L0 0 1 1
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X1 = Xl(l + at)

1X2 =X2(1+4'at)
X3 =X3
a>0

L'aire du triangle dans la configuration déformé sera alors

1
s=S—J(1+4at)?+(1+at)? +1
ﬁ\/( )2 + ( )
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